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 Geometrische Untersuchungen über Nomogramme 
für elliptische Integrale erster Gattung und Be 

Jacobischeelliptische Funktionen. | Be 


E- , Sun, Von F. REUTTER er 
Pr 4 } x bh 
Im Anschluß an Teil I werden hier insbesondere Untersuchungen über die zweckmäßige Formgebung "I 
von Nomogrammen elliptischer Funktionen angestellt. ee, 


Be The study of nomograms of elliptic funetions and their suitable form, started in Part I, is continued. 
Zn 


IIpumsikası x IepBol yacıu pa0oTEL, 3mech PaccMaTpuBaetcH B YACTHOCTU BOLPoC IIOCTPO- 2 
EeHHUA HAMÖOJIEE MesIecoÖpasHorO BuNA HOMOTPAMM AA 3IIHITUYECKUX DyHKIMH. = 


5. Forderungen zur Bestimmung der Formgebungskonstanten E 


Die Bogenlänge As, die zu einem festen Argumentschritt Ax bzw. A y gehört, kennzeichnet ra 


ar ES . Diese Größen 
de - |dy 


_ erreichen an Stellen x, bzw. Ym,, deren Lage von den Formgebungskonstanten c,, Ca, dı, d,, c und 
von k? abhängt, einen größten Wert; dabei wird 


d2s d2s 
ze — bzw. = NW EEE RER TEN 
7 co) eng (@ ) = = 


Wählt man bei festem k? ein Wertepaar &, Ym, so erhält man in (5,1) zwei Gleichungen zur Be- 
_ stimmung der Formgebungskonstanten. Gibt man hierzu noch eine dritte Bedingung vor, so 
ist das Nomogramm bis auf eine Ähnlichkeitstransformation (und bei parallelen Skalen für u 
-  undvnoch eine Parallelverschiebung) bestimmt. Um dies zu erkennen, setzt man zunächst c, = 1 
- und bestimmt im Falle paralleler Skalen für u und v die Größen c, — c# d,— d, = d* — d* und 
_  c=c*, im Falle senkrechter Skalen c, = c#, d, = d* und d, = df aus (5,1) und einer weiteren : 
Bedingung. Man erhält ein Nomogramm, dessen &- und n-Koordinaten beide den Faktor m / 
bzw. 1/m erhalten, wenn man den Formgebungskonstanten die Werte = m Go=mc, 
db, dh=m( — di), c=mc* bw. a =md,,=ma,d, =md},d,=mdz gibt. 
e- Variiert man die Werte x,„, und y,, über den ganzen darzustellenden x- und y-Bereich, so 
* erhält man zu jedem Wertetripel &, Ym, und k2 ein Nomogramm, das für dieses k? eine besonders 
genaue Ablesung für Argumente x bzw. y in einer gewissen Umgebung von &%, bzw. Ym, gestattet. 
Die verwickelte Rechnung zur Bestimmung der Formgebungskonstanten läßt sich durch eine 
einfachere ersetzen, wie für die Funktion w = am(z, k2), k? reell, dargelegt sei. Wählt man die 
-  Formgebungskonstanten so, daß für gegebenes k? die gesamte Bogenlänge zwischen den Argu- 
-  menten = Obzw. y = Oundx = K/2 bzw. y = K’/2 gleich der zwischen x = K/2 bzw. y = K'/2 
"und = K bzw. y = K’ ist, so zeigt sich, daß x, = K/2, Ym, = K’]2. Man hat noch eine damit 
' verträgliche Forderung frei. So kann man z.B. verlangen, daß auch die gesamte Länge der 
x-Skala gleich der gesamten Länge der y-Skala wird. (Dabei wird vorausgesetzt, daß die Skalen- 
_ träger für x und y Ellipsen oder solche Hyperbeln sind, bei denen nur im Endlichen liegende 
Kurventeile beschriftete Skalenpunkte tragen.) — Fordert man, daß einer der beiden Teilbogen der 
- — x- bzw. der y-Skala gleich dem a-fachen bzw. b-fachen (mit positivem a2 1,b= 1) des anderen 
wird, so lassen sich die Werte von &,,, bzw. y,,, an geeignete andere von K/2 bzw. K’/2 verschiedene a 
Stellen verlegen. | 
Für den vorliegenden Zweck sollen die auftretenden Bogenlängen für ein festes R? durch die 
Summe von je zwei Sehnenstücken, deren Schnittpunkte mit den Skalenträgern bei den Argu- 
mentwerten 0, K/4, K/2, 3/4 K, K bzw. 0, K’/4, K’/2, 3/4 K’, K’ liegen, approximiert werden. 
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die Ablesegenauigkeit auf der x- bzw. y-Skala; sie ist proportional zu 


BR: 


Beispiel M) 


g ‚Ablesung: 
Re am ((11+ i065),02)- 1088+ 10594 " 
+ Berechnung: 
am ((11+1065),02.) = 10753» 105933 


Beispiel &) 
Ablesung: 
j am ((04* i06),05)- 0432+i0592 
x Berechnung: 
am ((04+i06),05) - 04310+i05902 


Beispiel ®& 
Ablesung: 

am ((04+i04).10) = 0421378 
Be ;, Berechnung: 

u. am ((04+i0£) 10) 04195+103771 


F 1) Die angegebenen Dezimalstellen 
: > beziehen sichbei allen Bildern 
> ‚auf Ablesungen an Originalzeich- 
Bu - nungen in größerem Format 


> 
DE ES ut: 


Bezeichnet man diese noch von k? abhängigen Sehnenlängen mit S,, S,, 5, S, bzw. S}, S;, Sy, Si, 
so ergeben sich die Gleichungen 


Ss +S=aSss +8)... . (5,28), sts =bs HS... (5,2b) 
und eine damit verträgliche dritte Gleichung, etwa A 
S+Ss=S +8... 0. WE 
(5,2a), (5,2b), (5,3) können als Sonderfälle des allgemeineren Ansatzes 
ES IHHE SHE FD-0, beisenee 4) 


angesehen werden. Dabei ist bei gemeinsamer Darstellung aller x- und y-Skalen eines Büschels 


noch die Verallgemeinerung möglich, S; und $/ von verschiedenen k® abhängig zu wählen (s. 
hierzu 6b a). 


va Ele ER 
 Formgebungskonsta 


hen Rechengerätes. Als Ausgangspunkte der Rechnung dienten aus Nomogrammskizzen 
ittelte Werte der c,, d;, die den Forderungen in 5. schon einigermaßen nahe kamen. Auf 
diese Weise wurden Bereiche für die Formgebungsgrößen ermittelt, innerhalb denen die Maschine 
_ durch Einsetzen und Ausprobieren die der endgültigen Berechnung der Nomogramme zu Grunde 
liegenden Werte ermittelte. Dabei zeigte sich u. a., daß es Wertetripel gibt, für die die Forde- 
3 rungen (2) mit a=b= 1für alle keines Bereiches erfüllt sind (Beispiel: Bild 9für 0 < RR < 1). 
E Im Hinblick auf die praktische Verwendbarkeit der Nomogramme elliptischer Funktionen 
Interessieren in erster Linie Nomogramme für die Funktion w = am(z, I?) für O<R<1, da 
Erur KR <0 und A?> 1 Funktionswerte durch Umrechnung mittels der bekannten Modultrans- 
_ formationen an den Nomogrammen für den Bereich 0<k2<1 abgelesen werden können. 
Trotzdem wurden auch Nomogramme für k? < 0 und > 1 zum Zwecke einer Übersicht ange- - 
F Ei 6 und 7 sowie die Bilder 14, 15, 16). Der Fall k? < 0 wird außerdem für 9. benötigt _ 
(Bi h 


a) w=am(z, k2), parallele Skalen für uundv | 
. Die Invariante J,(k2) (Gl. (2,16)) hat stets zwei voneinander verschiedene reelle Nullstellen, 
von denen eine bei = 0 liegt. Für || >1 ist stets J, < 0, außerdem ist J,(1) < 0. Daher 
können sich Ellipsen nur für einen Teilbereich des Bereiches — oo <k2< +1 ergeben. Die 
vier Grundpunkte sind stets eigentliche Punkte. 
») 0<k2<1: Damit alle Skalen für x und y auf Ellipsen!!) liegen, müssen die Formge- 

bungskonstanten so gewählt werden, daß die Nullstellen von J,(k2) bei k? = 0 und R2 = 1 liegen. - 

Es ergibt sich c, = — c,, unabhängig von d, und d,. Zugleich ist (5,2) (a=b= 1) für alle k2 

erfüllt, wenn noch c=2 und d,—d, = gesetzt wird. So gelangt man zu dem in Bild 912) 

dargestellten nach 3. symmetrischen Nomogramm. 02 

(Neben (5,2a,b) ist für k? = 0,5 eine Gl. (5,4) mit a 

= ßı —1, = ö; et, erfüllt.) am ((08+:101,04) = 0,835 + 10,965 

Wünscht man eine Bevorzugung eines Teilbogens Be 084 700) 01) = 0,8265 + 0,9736 

(52) mita=#1, b=#1), so gelangt man zu Nomo- 
-  grammformen, die von der symmetrischen abweichen. 
- Die Beeinflussungsmöglichkeit durch Abänderung der 
Formgebungskonstanten zeigen die Bilder 10 und 1. 
Bei beiden Bildern wird der A2-Bereich, für den die 
Skalenträger für zund y Ellipsen werden, eingeschränkt. 
Für Bild 10 gilt 0 <k2< 0,991, für Bild 1 dagegen 
0 <Kk2< 0,816, wobei die Ellipse zu k? = 0,8 schon 
einen großen Platzbedarf hat. Dabei ist erreicht, daß 
für Werte von k2 > 0,2 der Bogen der x-Skala zwischen 
&=0 und x= K/2 wesentlich größer wird als der Bogen 
Zuscen = K2ıund S=K, so daB =, <Kj2, 


während y„, > K’/2 ist. 62125, Ar, Tee H20 
De 0 Rn ee, =-T ’bei *beliebigem 9re-12502= 24 N 
d, und d, ergibt sich ein Nomogramm mit Ellipsen für w= am(z,k?) 
k2<0. Die Forderungen (5,2) (a =b=1) werden Bild 10 
- erfüllt, wenn man c = 2 und d,— d, = 0 setzt. Außer- 
= dem ist eine Gl. 5,4) für ®=—1mt = =1 Y=4d,=—1 erfüllt. Bild17 zeigt ein 


solches Nomogramm für d, = d, = 0, dessen Graduierung für w — In sn z angelegt ist (vgl. 9.). 


b) w= am(z, KR), senkrechte Skalen füruundo 

J,(k2) (Gl. (2,17)) kann sowohl zwei verschiedene reelle als auch eine doppelt zählende reelle 
_Nullstelle oder überhaupt keine reelle Nullstelle besitzen. Daher gibt es sowohl Nomogramm- 
E formen, die für einen gewissen Bereich von 2 Ellipsen als Skalenträger für x und y besitzen als 
j 
Ei 


auch solche, für die alle Skalenträger Hyperbeln sind. Ist noch 


OL) 


f 11) Es gibt kein zweckmäßiges Nomogramm mit parallelen Skalen für u und v und solchen Hyperbeln 
r als Skalenträgern für & und y, bei denen nur im Endlichen liegende Kurventeile Skalenpunkte tragen. Denn 
5 die v-Skala eines solchen Nomogramms würde einen sehr großen Abstand von der u-Skala haben, wenn sich 
für einen genügend großen k?-Bereich Hyperbeln ergeben sollen. 
12) Über die Unterscheidung der Skalen durch die Ausziehtechnik vgl. die Angaben bei Bild 1. Man be- 
achte außerdem Fußnote 8. 
35* 
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ung in k? dar. Ihre Nullstelle k, zerlegt den Bereich 


ee ine lineare Gleich : 
er aus dem einen Teilbereich Ellipsen, für alle aus dem 


—00<k2< -+ oo so, daß sich für alle k2 
anderen Hyperbeln ergeben. 

Aus den oben angeführten 
_ entnimmt man, daß 


0<R®<1 die x-Skala von P, nach P,, die y-Skala von P, nach P,, 


Bildern von Nomogrammen mit parallelen Skalen für u und v 


für 
für k2< 0 die x-Skala von P, nach P,, die y-Skala von P, nach P,, / 
für ®>1 die x-Skala von P, nach P,, die y-Skala von P, nach P, 


beziffert ist. f £ 
Wenn man fordert, daß sowohl die x- als auch die y-Skala im Endlichen bleiben, ergeben 


sich die in Bild 11a, b, c dargestellten Konfigurationen für senkrechte Skalen für u und v. Dabei 


a) b) 5 c) 5 
2 
0<k%1 7 k%0 N k31 
Ylv Yav & lv ar 
N elı u_Rlı u 1 Run 
SS Fa h a Ah 
x x 
Bild 11 


ist es nicht wesentlich, ob die Skalenträger für x und y Ellipsen oder Hyperbeln sind, da die 
Fernpunkte der Hyperbeln den nicht mit Skalenpunkten versehenen Kurventeilen angehören. 

Die Konfigurationen 11a) und 11b) führen auf lauter Hyperbeln oder umfassen sowohl 
Hyperbeln als auch (für einen Teilbereich des Intervalls) Ellipsen, je nachdem ob P, durch 
IT, von P, getrennt wird oder nicht. Nur aus Ellipsen können sie wegen 1,(0) < 0 nicht bestehen. 
Die Konfiguration 11c) kann sowohl nur Ellipsen (z. B. für d, = d, = 0) als auch nur Hyperbeln 
umfassen. 

Die Gln. (2,15) zeigen, daß jeder der vier Grundpunkte Fernpunkt werden kann (s. hierzu 10.). 


o) 0<k2< 1: Zunächst werden Nomogramme behandelt, deren sämtliche Skalenträger 
für x und y Hyperbeln mit nur im Endlichen liegenden beschrifteten Teilen sind. Die Grund- 
punkte sind also so anzunehmen, daß P, und P, durch //, getrennt werden. Es soll versucht 
werden, die Formgebungskonstanten so zu bestimmen, daß (5,2a) mita=m,R®=(, (5,2b) 
mtb=mkRr=1 und 659)mty =, = +1, =4 = —1und R=0für 5, R=Tfur 
S; erfüllt sind. Damit wird P P,=P,P,und P, P,=P,P,; (Bild 12); man erhält ein sym- 

metrisches Nomogramm (3.). Mit beliebigem d, & 0 ergibt sich: 


m 


ein, — 

nn m 

babe Ka. 3 (6,2). 
lm 

d =. en ass 

1 | uf. md, 


Hierbei muß m == 1 gewählt werden, dam = lauf at 
führt. Weiterhin muß 1— 2 md, > 0 sein. 

Bild 13 zeigt ein symmetrisches Nomogramm mit m = 2/7 
und d, = 1. Bei allen Nomogrammen für den Bereich0 <R<1 

Bild 12 (sowohl bei senkrechten als auch bei parallelen Skalen für 

RB u und v) ist der Bereich, der bezifferte Kurvenpunkte trägt, 

der zweifach zusammenhängende Bereich, der von dem Streckenzug P, IT, P,II, P, mit dem 
Doppelpunkt P, begrenzt ist (Bilder 12 und 13). 

Zu einem anderen Typus von Nomogrammen mit Hyperbeln als Skalenträgern für x und y 
gelangt man durch die Forderung, daß P, Fernpunkt werden soll. Dies bedingt c, = d,; die Be- 
grenzungsstrecken P, //; und P, II, sind jetzt parallel. 

Für 0<%R°<1 ist der Platzbedarf der Nomogramme mit senkrechten Skalen für u und 
v kleiner als der bei parallelen Skalen. Bei Nomogrammen mit parallelen Skalen wird mindestens 
ein Eckpunkt des Polardreiecks zum Fernpunkt. Bei symmetrischen Nomogrammen gilt dies 
sogar für zwei Eckpunkte (//, und I7,). Daher erstrecken sich einer oder sogar beide Teilbereiche 
des Bereichs P, II, P, II, P, ins Unendliche. Das führt dazu, daß die Abstände der Skalenträger 
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bei gleichem Ak? mit wachsender Entfernung von der u- bzw. v-Skala immer größer werden. 
In dieser Hinsicht unterscheiden sich die Bilder 9 und 10 wesentlich von 13. 


eat, 8 oe „ss Tr. 
R& Ss Beispiel 3 _w=am (zZ, k“) _ = g 27) 
5. Ri rl, M, c,-023 , cz118, S N eh 
am[(04 +1125),08)=0790 +1137 4,0673 , dl. 
Berechnung: 


am ((04+i1,25),08)=08063+11,3618 
Bild 13 


ß) ®<0: Es wurde eine Konfiguration gewählt, bei der P, Fernpunkt ist (c, = d,). 
"Weiter wurden zwei Gln. (5,4), davon eine it = A, = +1, yı=d44=—1 und ®= 0 für 
S;, k2 = 1 für S; gefordert (P, P, = P, P,). Bild 14 gibt ein solches Nomogramm. 

y) k®>1: Für diesen k2-Bereich erhält man bei senkrechten Skalen für zu und v stets 
Nomogramme mit ganz im Endlichen liegenden x- und y-Skalen. 


j Bild 15 zeigt ein Nomogramm mit lauter Ellipsen als Skalenträger für x und y. Das Nomo- 
gramm entspricht der Forderung (5,2) (a=b=1). Die Seite /7,II, des Polardreiecks ist die 
 Ferngerade. 


Bild 16 zeigt eine Nomogrammform mit Hyperbeln durch den Fernpunkt P, als Skalen- 
trägern für x und y. In den Bildern 15 und 16 erstreckt sich die u-Skala über den Fernpunkt 
e ihrer Trägergeraden. Die Bilder ergänzen einander hinsichtlich der Ablesemöglichkeiten auf der 

u-Skala. 


Ablesung: 

am((0,55 +i05),-1)=0,505 +i0559 
Berechnung: 

am((0,55 +i05),-1) =0,5136 +i0,5584 
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Bild 14 Be 1 F. Beispiel‘ © 
g /  Ablesung: 
09 / /  @am((035 +10,2)-0842-1110 
h ya Berechnung: 
10 YÜ : am (035 + 10,2) -08440+111065 
Te 
Al / FL 
12 ,; „ 
13 / 2 
14 j Z 
15 } 
16 Jr f w=am (2, hd) 
17 U = EZ 
18 / G=1,dı-3 
Ablesung: n & w= am (z,k9) 29 Fi G=3.d=} 
am ((09 +10), 20) = 1218 10392 Te a ee =0,-1; d,-d=0 Te» 
Berechnung: NE une 2, 
am ((09+ 110), 2p)= 12180+103908 
Bild 16 


. liniennomogramm darstellbar, dessen Skalen für x und y den K 


Forderungen zur Festlegung der Formgebungskonstanten benutzt v 


af mit zwei reellen 6 
Nach 2b. und Tabelle 1 ist die Funktion w = In en(z, k2) 


büschels mit zwei reellen Grundpunkten angehören. Grundsätzlich I 


schon einfachere Überlegungen zum Ziel auf Grund folgender Eigenschaften 
so tragen bei den Nomogrammen mit parallelen Skalen für u und v die Schnittp 
senkrechten zu P, P, mit jeder Kurve des Büschels wegen (2,21), (2,22) die Be 
x = K(k2)]2 bzw. y = K’(K)/2. Diese Mittelsenkrechte ist die einzige reelle Seite 
ecks, ihr Pol IT, ist der Fernpunkt von P, P,. (Bei einem zu Bild 3 analogen N 
w — In cn(z, k?) mit senkrechten Skalen für u und v gehören die Argumentwerte PB 
y= K’/2 zu den Fernpunkten der jeweiligen Hyperbel, so daß sich eine rasche Zunahme < 
Teilstrichabstände auf den Skalen für x und y, ausgehend von den Grundpunkten, ergibt.) Be 
Während bei den Nomogrammen mit vier reellen Grundpunkten die Werte 2, Ym, auf den 
einzelnen Kurven des Kegelschnittbüschels variieren, gehören bei den Nomogrammen mit zwei 
reellen Grundpunkten im Fall d, — d, zu allen Kurven des skalentragenden Kegelschnittbüschel: 


die Werte x, — K(k2)/2, Ym, = K’(k2)/2. Dies gilt nicht mehr für d, =# d,, jedoch scheiden die zu | 
d, # d, gehörigen Nomogramme wegen ungünstigen Platzbedarfs ohnehin aus. Daher sind nur die 


beiden folgenden Typen mit d, = d, zu untersuchen: 


a) w = In cn(z, KR), parallele Skalen für uundo ie 


Da für diese Nomogramme J,(k2) von d, und d, unabhängig ist, wird die Form des Nomo- : 


gramms im wesentlichen durch das Verhältnis c,/c, bestimmt. Man kann dieses Verhältnis z. B. 
durch die Forderung festlegen, daß sich für’einen ‚gewissen, möglichst großen Bereich von k 
Ellipsen als Skalenträger für x und y ergeben sollen. Eine nähere Untersuchung der Abhängigkeit 
der geometrischen Gestalt des Nomogramms vom Verhältnis c,/e, ergibt: Für c,/c, = — 0,25 


erhält man Ellipsen für k2 < 0,941. Die Skalen für Real- und Imaginärteil sind von sehr unter- 


schiedlicher Länge. So ist für 2 > 0,4 die Ablesemöglichkeit auf der x-Skala wesentlich besser 
als die auf der y-Skala. Dagegen ist der Abstand der parallelen Skalen für u und v günstig. 

Variiert man nun das Verhältnis c,/cs <_ im Intervall — 0,25 < c,/eg < — 0,0125, so 
verringern sich die Unterschiede in den Längen der x- und y-Skalen immer mehr. Zugleich kann 
die obere Grenze k;, des Bereiches 0 <k2< k,< 1, für den man Ellipsen erhält, beliebig nahe 
an Eins herangebracht werden. Man kann jetzt für w = In cn(z, K) ein Nomogramm anlegen, 
das im Bereich 0,05 < k < 0,95 Ellipsen als Träger der x- und y-Skalen besitzt. Alle Skalen. 
liegen in einem Bereich, der einerseits von einer Skala der zu k? = 0,05 gehörigen Ellipse begrenzt 
wird, andererseits von einer Skala der zu k2 = 0,95 gehörigen Ellipse. Das Verhältnis der Breite 
des Bereiches senkrecht zu den parallelen Skalen für u und v zum Abstand der parallelen Skalen 
ist 

Walt Ial 2ak 


— 272 2 12 
C akK—ak, 


mit R2 0.35, 


Die v-Skala teilt den genannten Bereich derart in zwei Teilbereiche, daß der eine Teil nur x-Ska- 
len, der andere nur y-Skalen enthält. Die y-Skalen liegen in dem Bereich, der von den Skalen 
für u und v begrenzt wird. Das Verhältnis der Breite des y-Bereiches zu der des x-Bereiches ist 


ha _jak+ Cy ke 
r| ar ar 


Mit abnehmendem I&lCa werden also die zunächst sehr ungleichen Breiten des x- und des y-Be- 
reiches immer mehr einander angeglichen (ebenfalls die maximalen Ordinaten der beiden Be- 
grenzungskurven). Ein kleiner Wert von |c,/c,| liefert daher hinsichtlich der Skalen für x und y 
ein gleichmäßigeres und für die Ablesungen günstigeres Nomogramm. Doch wird dieser Vorteil 
a den immer größer werdenden Abstand der Skalen für u und v weitgehend kompensiert), 
S ergeben sich Ablesestrecken von beträchtlicher Länge, wodurch die Genauigkeit der Able- 
sungen auf der u-Skala beeinträchtigt wird. 
ee Auch für 1/6, > 0 teilt die v-Skala die skalentragenden Bereiche derart in zwei Teilbereiche, 
da n er N nn nur x-Skalen, der andere nur y-Skalen enthält. Doch liegen jetzt die x-Skalen 
ın dem Bereich, der von den Skalen für u und 2gTe ir j ist j i 
erforderlich, beide Nomogrammtypen zu ee re Er = = Mi Rn 3 
Teen, | st chnet man nämlich mit &°,n 
"») Erst wenn der Abstand der Skalen für u und v 
reichbreiten und das der maximalen Ordinaten der Begreı 


AT 


gegen Unendlich strebt, geht das Verhältnis der Be- 
ızungskurven gegen 1. 
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bzı .&+, n*+ die Parameterdarstellung der skalent | | E | ee a 
ale | ragenden Kurven be ivem i4; > 
Verhältnis Cı/63, so bestehen folgende Relationen: e nn BuaeT ae 5 


Br 


2 E@E)-EQGKN), EWR) = E+a, MR), 

n@k)—n’gKkd), nk) = nt, k2 DE RR 1,2) 
E Für die u-Ablesungen gilt wegen (2,20) 

S OR EN ER Why ö 


Bezüglich der u-Skalen vgl. 11. 


b) w=In en(, k}), senkrechte Skalen für uund v 


Die Skalen für x und y liegen auf Hyperbeln, da stets J,(k2) < 0 wird. Man erhält für 
Beje —= — 0,25 eine gleichmäßige Verteilung der Kurven über das ganze IntervalO<R?<1. _ 
_ Aus diesem Nomogramm gewinnt man durch eine geeignete Drehung der Trägergeraden der 
 v-Skala ein abgewandeltes Nomogramm mit qualitativ analogen Eigenschaften: Es wandern 
alle Skalenpunkte der Skalen für x und y auf Parallelen zur u-Skala. Man erreicht dadurch, daß 
Ablesegeraden, die vorher parallel zur u-Skala wurden und daher keine oder schleifende Schnitte ' 
ergaben, jetzt zu Ablesungen führen (s. hierzu Bild 3). 


8. Diskussion über die erforderliehen Nomogrammtypen 
für den Bereich 0,05 < k2 < 0,95 


Die Ermittlung von Funktionswerten der Jacogıschen elliptischen Funktionen kann mit "au 
Hilfe von Nomogrammen folgender Funktionen erfolgen: m 
a) w= am(z, K2), 0,05 sk < 0,95 up 

Die x- und y-Skalen liegen auf den Kegelschnitten eines Büschels mit vier reellen Grund- 2 


punkten. (Beispiele: Bilder 1, 5, 6, 9, 10, 13.) Ein solches Nomogramm erlaubt unmittelbar die 
Ermittlung der Funktionswerte des elliptischen Integrals erster Gattung und außerdem in Ver- 
bindung mit Nomogrammen für w = sin z bzw. w.= cos z (s. hierzu [2], [3], [4]) die Ablesung 
von w=snz und w=ecnz. Schließlich kann man noch die Werte von w = dnz ermitteln, 
wenn man an w= amz und w = sin zein Nomogramm der Funktion a + b£? = 1 anschließt 
[1], [6]. Für die Nomogramme der Funktionen w = sin z, cosz, e,1In z liegt bereits ein Tafel- 
werk vor [7]. 


b) w = In cn(z, K}), 0,05 < k2 < 0,95 

Die Skalen für x und y liegen auf den Kegelschnitten eines Büschels mit zwei reellen Grund- 
punkten. (Beispiel: Bild 2.) Ein solches Nomogramm erlaubt in Verbindung mit einem Nomo- 
gramm für w= e die Ablesung von Funktionswerten der Funktion w = cn(z, k}) und, wenn 
man ein Nomogramm der Funktion & © + $&? = 1 anschließt, die Ermittlung der Werte von 
w="'snz und w= dnz. 

Es kommt nun darauf an, aus den vorstehenden Typen eine genügende Anzahl von Nomo- 
grammen so auszuwählen, daß sie sich hinsichtlich der Ablesemöglichkeiten sowohl für x, y als 
auch für u, v ergänzen. Dazu hat man zweckmäßig für jeden darzustellenden Wert von K2 eine 
genügend große Mannigfaltigkeit von Wertepaaren %,, Yın, (d.), möglichst gleichmäßig über die 
Intervalle 0 < x„, < K,0 < y„, < K’ verteilt, auszuwählen, und zu jedem Wertepaar X, Ym, 
ein Nomogramm des Typus a) oder des Typus b) und zwar mit parallelen oder mit aufeinander 
senkrechten Skalen für u und v zu konstruieren, je nachdem, wie sich die beste Ablesemöglich- 
keit ergibt. Nomogramme mit parallelen Skalen für u und v sind günstig für solche Paare x,» 
Ym, deren Ablesegeraden zu nicht zu großen v-Werten führen. Nomogramme mit aufeinander 
senkrechten Skalen für u und v erlauben dagegen gerade die Ablesung von größeren v-Werten 
(Gin. (2,3) bzw. (2,11)). Die Nomogramme des Typus b) sind besonders geeignet für Wertepaare 
x, yin einer größeren Umgebung von x = K/2 bzw. y = K’/2, da sie dort für alle k2 den größten 
Teilstrichabstand zu vorgegebener Argumentdifferenz besitzen (7.). Man wird daher für Able- 
sungen in einer genügend großen Umgebung von x = K/2 und y = K’/2 zweckmäßig ein Nomo- 
gramm des Typus b) anlegen (Bild 2). Zum beiderseitigen Anschluß an diesen Bereich sind eine 
entsprechende Anzahl von Nomogrammen des Typus a) anzufertigen. Die hier angeführten 
Bilder 1, 5, 9, 10 (mit parallelen Skalen für u und o), 6, 13 (mit aufeinander senkrechten Skalen 
für u und v) dienen nur als Beispiele für eine solche Auswahl. Bei Bild 5 liegt z. B. x,., für k? = 0,8 
etwa bei 0,5, Y„, für k? = 0,2 etwa bei 0,5. Bei Bild 1 liegt x, für X > 0,5 so, daß die Skala 
in der Umgebung von x = K noch genauere Ablesungen erlaubt, usf. Bei den Nomogrammen 
‚des Typus a) erfolgt die Abnahme der Teilstrichabstände zu den Grundpunkten hin in anderer 
Weise als bei den Nomogrammen des Typus b). So ist z.B. für die Kurve k? = 0,9 bei Bild 2 
der Teilbogen zwischen den Argumenten O0 und 1 etwa halb so groß wie der Teilbogen zwischen 1 


a3 Ed 2 0 ia 
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und 1,3, während bei Bild 9 das Verhältnis etwa umgekehrt ist. Bei Bild 10 ist . ar a 
das Verhältnis sogar etwa 3:1. Bei diesem Nomogramm ist K/A< 0m, < Kl r 
; i ü h 0, ? . 4 . . 

a ed En Werte x und y möglichst genau ablesbar sein a en a 
. berechtigt die Forderung nach einer möglichst genauen Ablesung der Werte a D. ._. 3 
man die Nomogramme zur Ermittlung von Funktionswerten der Lan erg so er 
es auf günstige Schnitte der durch die Skalenpunkte x und y festgelegten Ablesegera = -. 
u- und der v-Skala an. Die Nomogramme des Typus b) (Bild 2) ergeben für = un #& ‘ s. 
deren Betrag nicht allzu verschieden ist, Ablesegeraden, die die Skalen für u und v unter eine 


Winkela — (|? <as 2 — schneiden. (Das zu Bild3 analoge Nomogramm ergibt eine 
An & 

ünsti ) j ine u-Ablesung bei Bild 2 nicht 
nstige Lage der Ablesegeraden gerade in den Fällen, in denen eine u-Ab ı 

Eh Hhöglich ist, d.h. für große Werte von u.) Von den Nomogrammen des Typus a) führt 

Bild 10 für Werte von x und y von vergleichbarem Betrag ebenfalls zu einer die u- und die v-Skala 


unter einem Winkel — bi U 5 — schneidenden Ablesegeraden. 
Bei Bild 9 erhält man für x- und y-Werte von etwa vergleichbarem Betrag Ablesegeraden, 


die die u- und die v-Skala etwa unter x = I schneiden. Für kleinere Werte von y und größere 


Werte von x erhält man günstige, d. h. nahezu senkrechte Schnitte. Für diese Bereiche ist daher 
Bild 9 besser geeignet als Bild 1 oder 10. Bild 13 führt zwar in der vorliegenden Form stets zu 
ungünstigen Schnitten mit der u-Skala. Es ist jedoch nur als Prinzipbild zu betrachten. Man ge- 
winnt durch Abänderung der Formgebungskonstanten aus ihm ein sowohl für u- als auch v-Ab- 
lesungen recht günstiges Nomogramm mit ebenso günstigen Ablesemöglichkeiten für x und y 
wie Bild 13. Es wurde jedoch aus Gründen des Platzbedarfs hier nicht aufgenommen. 


Werden die Nomogramme zur Ablesung von Funktionswerten des elliptischen Integrals 
erster Gattung 


w 
dt 
ı= | —— 
0 

benutzt, so kommt es auf einen günstigen Schnitt der durch u und v festgelegten Ablesegeraden 
mit den Kurven für x und y an. Es zeigt sich jetzt z. B., daß die Bilder 9 und 10 für große u 
und kleine v zu günstigeren Schnitten der u-v-Ablesegeraden mit den Skalen für x und y führen 
als der in Bild 13 dargestellte Typus. 

Für die u- und die v-Skala wäre nun die zu 5. analoge Untersuchung anzustellen. Wegen 
des einfachen Aufbaus dieser Skalengleichungen erkennt man aber sofort: Bei Nomogrammen 
mit parallelen Skalen für u und v bewirkt eine Abänderung der Formgebungskonstanten nur 
eine Ähnlichkeitstransformation der u- und der v-Skala. Bei Nomogrammen mit aufeinander 
senkrechten Skalen für u und v kann in G,(u), G,(v) ein Pol auftreten, dessen Argument von den 
zugehörigen Formgebungskonstanten abhängt. Für Argumente in einer gewissen Umgebung 
des Poles ergibt sich eine besonders günstige Ablesemöglichkeit. 

Neben den beiden genannten Typen von Fluchtliniennomogrammen stehen die in 4. ge- 
nannten Nomogramme mit Kreisen als Ablesekurven. Das in Bild 7 dargestellte Nomogramm 
mit Strophoiden als Trägern der Skalen für x und y hat den Vorzug, daß diese Skalen für den Be- 
reich — 00 < k®?< + 00 sowie die u- und die v-Skala ganz im Endlichen verlaufen. Außerdem 


ds ds 
nehmen = und © von den Werten x„, = K/2 bzw. ym, = K’/2 nach den jeweiligen Grund- 
ne J| 
punkten zu weniger stark ab als bei den Fluchtliniennomogrammen. Die Abstände der Skalen- 


punkte in der Umgebung der Grundpunkte sind noch so günstig, daß für Argumentwerte im 
Interyall 1 Ssz s (K—0,1) bzw. O1 <y<(K’— 0,1) an einem einzigen Nomogramm ab- 
gelesen werden kann, während man zur Überdeckung des gleichen Argumentbereichs mehrere 
Fluchtliniennomogramme anlegen muß. Daher kommt man mit einem einzigen Nomogramm- 


blatt dieser Art aus, das trotz der umständlicheren Ablesevorschrift für Zwecke der Übersicht 
zusätzlich zu den Fluchtliniennomogrammen Verwendung finden kann. 


9. Nomogramme zur Ermittlung von Funktionswerten für die 
® BD w D 
Bereiche 0 <k} < 0,05 und 0,95 < | 
Bei den in 8. behandelten Nomogrammen für den Bereich 0,05 < R?< 0,95 drängen sich 
die x-Skalen für k2-Werte in der Nähe von Null und die y-Skalen für k-Werte in der Nähe von 1 
immer mehr zusammen, Daher sind die bisher behandelten Nomogrammtypen zur Ermittlung 


dba ni aan 5 ud a Sn nn a un a an 
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von Funktionswerten in den Bereichen 0 < k? < 0,05 und 0,95 < k2< 1 wenig geeignet. Um 
die Werte der Jacosı-Funktionen auch in diesen Bereichen mittels eines Nomogramms ermitteln 
zu können, bringt man noch die Funktionen w = In sn(z, k?) und w = In dn(z, ka) zur Darstellung. 
Denn vermöge der in 1. behandelten und in Tabelle 1 angegebenen Modultransformationen sind 
kleinen Werten von k? und solchen von kj, die nahe bei 1 liegen, für die Darstellung günstigere 
Werte von k2,, der äquivalenten Funktion w = am(z, k2,„) zugeordnet (Tabelle 2). 


ein zue= — 1 gehöriges Nomogramm für den Bereich 0,0005 < k <= 0,2. (Die zu Bild 
hörigen Formgebungskonstanten würden das zu Bild 17 gewendet kongruente Nomogramm 
e= + 1 liefern.) Bezüglich der u-Skalen s. 11. Für die Ablesung auf den u-Skalen vergl 
das zu Bild 2 Gesagte, wegen der Doppeldeutigkeit der Ablesung siehe 12. 2 U 

An einem solchen Nomogramm kann auch die Funktion w — In dn(z, kZ) abgelesen werden. 


N 


Dabei ist 


r s in 
Die in Tabelle 1 angegebenen Modulzuordnungen ermöglichen auch die Konstruktion von 
Nomogrammen, die besonders für die Bereiche — 0,05 <k?<0Oundl1 < k? < 1,05 geeignet sind. 


Bei allen bisher behandelten Nomogrammen lagen die Werte 2,, bzw. Ym, (5.) im Innern 


k=—k, u=-—Us Y=%- 


— 0,09358 


ws -.0,08557° ‚09358 
0,002 0,1639 ° 0,188 N 
0.003 0.196938 | — 0,24521 ten c;, d; ein zweites 
0,005 0,24672 — 0,32753 _ Formgebun, 
0,0075 .0,29339 _ Re t) k 
0.02 0123409 = 076738 kann daher zur Anlage der N 

008 | 0,50336 — 1.013555 Zweckmäßigkeit den Falle = + 

- #7 0,06 0,59740 — 1,48386 auswählen. Die Anzahl der anzı 

05. 1. 0,97087 —32,97127 gramme wird nach den Ausführungen 


Typus a) in 8. bestimmt. Als Beispiel gibt B 


je) 
EL 


- 
rl 


10. Nomogramme zur Ablesung bei kleinen Argumentwerten & und 
sowie Werten & bzw. ynahean Kbzw.K 


des Intervalls O<x<K bzw. 0<y<K’. Daher war die zu einem festen Argumentschritt 


Ax bzw. Ay gehörige Bogenlänge As in der Umgebung der Grundpunkte besonders klein. Able- 


sungen von Argumentwerten in den Teilintervallen 0 < x bzw. y< 0,2und (K—02)<xz<K 
bzw. (K’ —0,2) < y< K’ waren daher mit geringerer Genauigkeit möglich als solche in den an- 
deren Teilbereichen der Intervalle O<x<K bzw. 0<y<K’. Wählt man aber die Form- 
gebungskonstanten so, daß einer der drei Grundpunkte P; (i = 1,2,3) zum Fernpunkt wird, so 
gehen 2%, > 0 bzw. &m,— K und ym,— K’ bzw. ym,— 0. Dies ist nur bei Nomogrammen mit 
senkrechten Skalen für zu und v möglich. Dazu setzt man 


a) PA> Bl 
b) > Bell, 
c) RR >x Gl, 


> d, 
d, 
d, 


=-— 1, =-1,-4.- 98 
— 1. el ie 0 
= N Ga 


Ändert man die vorstehenden Annahmen so ab, daß 


a) h=—1,0 
7 
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Bild 18 
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PREISE a nn 


so erhält man Nomogramme mit eigentlichen Grund- 
punkten, für die x,,, DZw. Y, genügend nahe an 0 oder 
K bzw. K’ liegen. Bild 18 zeigt die Kurve R? = 0,8 
eines solchen Nomogramms, das zur Ablesung kleiner 
Werte vonzundy geeignetist („—=1, d4,—=— 1,02, 
x = 1,02, d, = — 1). Da die zu verschiedenen X? ge- 
hörigen Skalen jetzt sehr eng liegen, muß für jedes k? 
ein gesondertes Blatt angelegt werden. Man beachte 
die Gestalt des Polardreiecks /7,/7,IT,, von dem die 
Seiten /Z,/T, und IT,IT, eingezeichnet sind. 


11. Die Abhängigkeit der u-Skalen vom Modulwert k} 


Die in Tabelle 1 angegebenen Transformationen 
der abhängigen Veränderlichen für w = In sn(z, R2), 
w = In en(z, K) und w = In dn(z, k3) zeigen eine Ab- 
hängigkeit vomModulwert k?. Hieraus errechnen sich 
aus GlUgm)s Ig(Vam) die Skalenfunktionen W,)s, 92(u,) 
für die genannten Funktionen. 


r. 
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So erhält man bei Nomogrammen mit vier reellen Grundpunkten und parallelen Skalen 
für u und v: 


GE) OR E A TE EEFEERE e) 

ER Be Re. WU ie aa HR a a (11,2% 
€ ul er 

nut t ee "+4 de a 


wobei k* die aus Tabelle 1 für A,>0 zu entnehmende Bedeutung hat. Für die v-Skala silt 
(11,1) in folgenden Fällen: : Er Ran 


wi lası(ze), Pens, 
Br I onz,) Eee = Teerı e 
RN le Er 
(11,2) gilt in folgenden Fällen: 
a wzla sn.) >00 el, 
u Mienz.k). 0, ale e=-+l1, 
un Indiz.) „» Klone, = —1. 


Dabei ist noch v,, mit — 1 zu multiplizieren. 


Bei Nomogrammen mit zwei reellen Grundpunkten und parallelen Skalen für u und v 
ergibt sich auf demselben Wege: 


Ber CR Dad ee ee aan ar 1,4); 
€ Bee u ar u 
ne et BE en Ar u Es): 
wobei k* die aus Tabelle 1 für A,<0 zu entnehmende Bedeutung hat und = -+1 für 
w.= In enz (Tabelle 1, 2c) und w = In dnz (Sc), = — 1für w=1Insnz(lc), z.B. ist k*? = k2 
2-41 und KR Rfüre=-1. 


Für Nomogramme mit aufeinander senkrechten Skalen für u und v erhält man aus (11,1) 
oder (11,2) und (11,3) bzw. (11,4) und (11,5) 


G,(v,) =i7- 1/g(v,) und G,(u,) = 1/g.(u,) - 


Es gehört also bei w=Insnz, w=Inenz, w=Indnz zu jedem Modulwert und damit zu 
jedem Kegelschnitt als Träger der zugehörigen x- und y-Skala eine besondere u-Skala. Siehe 
hierzu die Bilder 2 und 17; die eingezeichneten Kurven konstanten Argumentwertes erlauben 
‘eine Interpolation zwischen den Modulwerten. 


12. Die Mehrdeutigkeit der Ablesungen 


Bei allen dargestellten Funktionen ist eine der geradlinigen Skalen nach einer trigonome- 
trischen Funktion vom Argument 2 u bzw. 2 v beschriftet. Dies führt zu einer unendlichen Viel- 
deutigkeit der Ablesungen, indem der Wert u bzw. v zunächst nur bis auf ganzzahlige Vielfache 
von rz bestimmt ist. Wegen der anschließenden Zusammensetzung mit den Funktionen w = sin z 
bzw. w = e (8.) lassen sich alle Werte, die sich um Vielfache von 2 x unterscheiden, als äquiva- 
lent ansehen. Dagegen sind solche Werte, die sich um ungerade Vielfache von z unterscheiden, 
als verschieden anzusehen, ebenfalls Werte von verschiedenen Vorzeichen, so daß eine Vier- 
deutigkeit der Ablesungen verbleibt. Welcher von vier möglichen Werten u, u +, — 1, —u— nr 
bzw. v, v-+n, —v, —v— m abzulesen ist, hängt von dem Wert der Argumente x und y ab. 
Analog ergeben sich für die Punkte der nicht trigonometrisch beschrifteten geradlinigen Skala 
bei w = amz und w=Insnz zwei mögliche Beschriftungen. Bei w = am z unterscheiden sie 
sich nur durch das Vorzeichen, bei w = In sn z hängen sie, wie (11,3) zeigt, in verwickelterer 
Weise zusammen. 

Die Gewinnnung der eindeutigen Zuordnungsvorschrift zwischen z,y und u,v sei für 
w = am z sowie w = In sn z kurz dargelegt. Nach 2. trägt jeder Punkt der y-Skala eines Nomo- 
gramms für w = am zeine abzählbar unendliche Folge von Beschriftungsziffern, von denen wegen 
der Periodizität der Funktion nur zwei wesentlich verschieden sind, nämlich y, = y mit 
0<y,<K und ,=2K’ —y, und damit gleichwertig y, und — Yı. Dabei gehören zu =(, 
Be Rz auch u= 0,2. 0,.2u,2-0,0=>—y>—K aber = 0,» <0, 

In einem Nomogramm für w = In sn z (Bild 17) beginnt die Beschriftung der y-Skala mit 
y= 0 im einen Grundpunkt und endet mit y = K’/2 im zweiten Grundpunkt. Dann läuft sie 


u ie ee Br Punkte dd r x-S 
HS Beschriftungsziffern x und 2 Re x 
‘ wenn man die Argumente x durch 21 
zung ändert der Imaginärteil von w = In ae | 
der Realteil u in einen neuen Wert u, # — u übi 
denen Scharen von Kurven u = const in Bild 17. = - 

SE Durch solche Überlegungen gelangt man REN = 
_  ordnungsvorschrift der Werte von u und v zu den Werten x von zu 
2 = ZN z, k2), ß2, k? komplex, ist für 


Be, le 
Be Zei -. K(k*) <ıe<+ RT gg, und— a - Keen <y<- + 
die Ablesung eindeutig (Bilder 3 und 8).) 


Tabelle 3 
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2 Mirkerschart 


KiRd) 
0O<x< Kir?) 9 07 7 Ki: ) 2.Kurvenschar 
een 1. Kurvenschar 
KlRs)<y<- 2.Kurvenschar 


0 <y< Pr 1. Kurvenschar 


K'R3) 2) 
Kirl)<x<2K(R?) Frys Kirk) 2.Kurvenschar 
Rs). y<0 1. Kurvenschar 


Kr? d<y<- Kir) 


2 2.K 
wein sn(z,R,) bc 


0 <y< Kies) 1. Kurvenschar 

Kladl <y< K (23) 2 Kurvenschar 

i -Kzbiey <0O 1. Kurvenschar 
KR) | 2 Kurvenschar 


” Ürys K1R8) 1. Kurvenschar 
Kipa) <y< KkR3) 2 Kurvenschar 
< ni 1. Kurvenschar 


2. Kurvenschar 


0 <y< KIR2) 
0<x <KIR? ) -KiRd)<y< 0 eindeutig 
0<y<Kik) 
: 2 Klke I<x<2K(Rd) -Kipd<y = 0 < eindeutig 
welncn(z,R.) 
3 R <y<Kik?) 
Klik} y c 
R 0 <y< Kir?) m 
2KIk?)<x<-K(R?) y Zv<n 
ge um -KIRBI<y< 0 a 


A, Gun rn EEE Be ne 


7 


BUT, N. TEE. ER PEN Be 
in Stu ng Certain N on-Homogeneous Elastie Inclusions 


. 


ET se > L Er De h R j ni i = 
nn BEIBREE re = 24.06 Behlußbamerkungs, 34... ala wire | 
_ Die vorstehenden Untersuchungen bilden die Grundlage für die Herstellung eines Nomo- 
mwerkes, das eine Ermittlung der Funktionswerte elliptischer Funktionen und Integrale 
komplexen Arguments mit einem Höchstmaß an erreichbarer Genauigkeit gestattet und 
sin absehbarer Zeit erscheinen wird. | 
In den meisten Bildern der vorstehenden Arbeit sind Ablesebeispiele eingetragen und zum 
gleich die mit Hilfe einer Tafel errechneten Funktionswerte angegeben. Die hier erreichte 
 Ablesegenauigkeit läßt sich für das Nomogrammwerk durch Darstellung in großem Maßstab - 
sowie zeichen- und reproduktionstechnische Maßnahmen noch beträchtlich steigern. ER; 
Die für die Untersuchungen im IH. Tejl dieser Arbeit und zur Konstruktion der Bilder 9 

und 17 erforderlichen umfangreichen numerischen Rechnungen wurden durch Gewährung von 
_ Rechenzeit aus der Spende zur Förderung der Wissenschaft auf der IBM 704 ermöglicht. Diese 
_ Rechnungen lieferten darüber hinaus die Unterlagen für den Entwurf zahlreicher weiterer Nomo- re 

_ gramme zu 8. und 9., die hier aus Platzgründen keine Aufnahme finden können (s. hierzu auch [6]). “ 
Über die für diese Untersuchungen im Rechenzentrum der TH Aachen entwickelte Methode zur 
elektronischen Berechnung von Funktionswerten Jacogıscher elliptischer Funktionen wird ge- a 
' sondert berichtet. Dem beratenden Komitee zur Verwaltung der Spende und dem Institut 
 Europeen de calcul scientifique in Paris sei der verbindlichste Dank zum Ausdruck gebracht. 

Frau Stud. Ass. E. Haupr danke ich für die Unterstützung bei den vorstehenden theore- 

tischen Untersuchungen sowie bei der Berechnung und Konstruktion aller veröffentlichten } 

Nomogramme, Herrn Dipl. Math. D. Haupr danke ich für die Programmierung der Rechnungen : a 
auf der IBM 704. 
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The Use of Poisson’s Ratio = 
in Studying Certain Non-Homogeneous Elastic Inclusions 


By R. J. Knops 


Das elastische Feld wird ermittelt für inhomogene Einschlüsse in beliebig belasteten inhomogenen Matrizen, 
wobei die Scherungsmoduli der beiden Medien, nicht jedoch ihre Poissonsche Zahlen als gleich vorausgesetzt 
werden. Bei der hier gewählten Methode wird der Unterschied zwischen den ungestörten und den gestörten 
Zuständen der Matrize untersucht, was zur Auffindung der Diskontinwitäten in den Spannungen und De- 
formationen führt. Die Diskussion inkompressibler Medien zeigt, daß die entwickelte T’heorie geringer Modi- 

2 fikationen bedarf. Für eine einzige elliptische Einschließung wird das Problem gelöst. Auf Beziehungen zu 
anderen Problemen wird hingewiesen. 


The elastic field is established for non-homogeneous inclusions bonded to a non-homogeneous, arbitrarily 
‚stressed matrix whose Poisson’s ratio but not shear modulus is different to those of the inclusions. T'he 
procedure adopted examines the difference in the unperturbed and perturbed states of the matrix and enables 
the discontinuities in the stresses and strains to be found. Incompressible media are discussed and show that 
slight modifications are required to the theory. A new problem is solved for Ihe single ellipsoidal inclusion 
and relations with other topics are noted. 


VeTaHaBImBaeTtcH YACTUYHOEe TOJIE JIIA HEOMHOPOAHBIX BRIINOYEHMÄ, CONEPFKAIIUXCH B 
HeOAHOPOAHON, MONBepraeMmoji IIPOM3BOJIBHOMy HAIPSGKEHNIO, MAaTpule, OTumyammelich 
IIOCTOAHHOH Ilyaccoua Ho He MOAyJIeM CABUTA OT BRIIOYeHMü. Ilpu HoMomMm IPMHATOTO 31ech 
Ipuema uayyaercs pasuuna B HeBO3MYINCHHOM WM BO3SMYINEHHOM COCTOAHHAX U HAXONUTCA 
BO3MO7KHOCTL OHpejesHTb Pa3pbIBbI B CHAIAX HAlIpsBKeHMA M PAcTsikeHnun. Ilpogonarten 
paccy;KjleHuA 0 HEecHkHMAeMbIX CPellax W IORA3bIBAeTCH, YTO TeOPUA HYFKIACTCH B HEROTOPBIX 
HEÖOJIBIHNHX BUJONM3MEeHeHUAX. Jlasıee pemmaerca HOBan 3anaya IA BRINOYEHHUA IJLIUTICOUAHON 
dopM&I U 06pasmmaeTca BHMMAHHe Ha CBA3U C IPYTHUMbI BOIPOCAMH. 
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1. The Perturbed Field 


Consider any number of finite non-homogeneous inclusions bonded to an infinite arbitrarily 
stressed non-homogeneous matrix whose Poısson’s ratio but not shear modulus is different to 
those of the inclusions. “Bonded” is here intended to mean that the displacement and traction 
across the interface separating an inc)Jusion from the matrix remain continuous throughout the 
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deformation. The non-homogeneity of the material is caused by a variation in Poıssox’s ratio 

but not the shear modulus which has the same uniform value in both the inclusions and matrix. 
stresses and displacement formed from the 


We examine in this section properties of the | 
difference of those for the perturbed and unperturbed stressed matrix. Once the unperturbed 
- stateis known a knowledge of these difference components, as they will be called, evidently enables 

the complete elastic field in the perturbed state to be obtained. Equations for the difference 


components are established by subtraction of appropriate ones in the perturbed and unperturbed 
states but before this can be done, these two sets of equations must be derived, 

In the unperturbed matrix it is assumed that Poıssox’s ratio, » varies continuously through 
the entire space so that effectively the inclusions are absent. The shear modulus, «is uniform every- 
where. The applied load is that specified originally and consists of body force X = (X;) per unit 
volume together with certain constraints atinfinity. "The stresses o;;, strains &;,, and displacement 
vector u = (u,) arising from this loading satisfy the following well-known equations of classical 
elastieity: the stress-equilibrium equations, the stress-strain relations and strain-displacement 
relations. Referred to rectangular cartesian co-ordinates (x) these become respectively 
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In (2), ö;; denotes the KRonEcker delta defined to have the value one if iequals j and zero other- 
wise; A denotes the LAm& constant related to Poısson’s ratio and the shear modulus by 
A=2u»vl(l—2»). 
When the displacement is single-valued the strains satisfy the six compatibility relations 
and g;, is the dilatation. 
- er] 
> ermen a. — 0 u ee N 
k,l,m,n=1 OK IL 
in which e;;, is the alternating tensor taking the value 1 ifi, j, k,isan even permutation of 1, 2,3, 
and — 1 ifitisan odd permutation, but is otherwise zero. 

Since the moduli are continuous these equations yield stresses, strains and displacement 
which are continuous everywhere except of course in the neighbourhood of singularities. 

For the perturbed state of the matrix Poıssox’s ratio varies discontinuously over the inter- 
faces between the region occupied by the inclusions and the matrix, and we suppose that in these 
regions it takes the typical (variable) value v’. The shear modulus has still the same uniform 
value throughout the medium. The stresses o;;, strains &;,, and displacement u’ formed in the 
medium satisfy equations similar to the set (1)—(4), except that now corresponding to Poıssox’s 
ratio v’, Ais replaced by A’ in an inclusion. These equations do not hold on the interfaces, where 
apart from the continuity of displacement and traction, other components are undefined. 

The formulation of equations for the unperturbed and perturbed states is now complete 
and we turn to equalions for the difference stresses and displacements. These quantities are 
given by o;; and u* where 

= 0,4 —Oj, ut =wW—u. 
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A set of strains e;; can be derived from u* according to (3), so that 


n..%* 5 

x 1 feu; auf 
a a Zr ae Bar von a 
a EL; EX; 


and if u* is single-valued, which certainly follows if u and @ are, then the strains are compatible 
in the sense of (4). The equation satisfied by the stress o;;is found by taking the difference of the 
equilibrium equations (1) which leads to : 
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showing that the difference stresses form an equilibrium distribution with no body force 
Subtraction of the appropriate stress-strain relations (2) gives | 


N ee M—a)e dr N Se 


Equation (7) holds both for inclusions and matrix if it is assumed, as will always be 


eture to the stress-strain relations of thermoelasticity and provides the basis of a relationship 
ıssed in Section 8. Now, since the difference strains are compatible for a single-valued dis- 
ement function u* they can be associated with a stress-distribution co; through the stress- 
 strain relations, Knget,t 
n ea oh enög + 2uen rd: ; 
These stresses arise in the perturbed matrix if it is subjeeted to the strain-pattern ei. By insert- 
ing (8) into (7) we see that 3 

2 Gi; = o - (X —J) Ekk Ö4; (9), 


and substituting this value of o;;into the equilibrium conditions (1) we further see that the stresses 
0; form an equilibrium distribution under the action of a body-force grad {(A’ —A) &41. BY 
 virtue ofthe equality of’ and A this body force vanishes in the matrix so that over each interface 
Er is a discontinuity, and equilibrium is preserved by a layer of force acting’over these sur- 
aces.- , 

To calculate the surface force imagine that inserted between each inclusion A and the matrix B 
is a small transitional zone C through which Poıssox’s ratio varies continuously from its value 
in A to its valuein B. The body-force is now continuous in the whole space. Across the tran- 
sitional zone it changes by an amount 


grad {(A’ —A) era} - Ör 


along the small radius vector ör from A to B. As C shrinks into the interface between A and B 
‚the distribution of force through C is replaced by one over the interface of amount 
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where n is the outward normal to an inclusion and the square brackets represent the jump in 
_ passing from the inclusion to the matrix. We may thus regard the difference displacement vector 
- u* as arising from a compatible elastic state formed in the perturbed matrix subjected to a body- 
_ force grad {(A’ — 4) &;,} through the region of the inclusions and forces (10) distributed over their 
surfaces. Conditions at infinity satisfied by this state are derived as follows. The perturbed and 
unperturbed state possess the same constraints at infinity so that the difference stresses and 
displacement vanish through those regions where they are originally defined. In the difference 
displacement state, therefore, the stresses, o;;, from (9) become equal to — (A —A) &px 6;; for those 
regions where the stress is originally defined with the displacement vanishing over the remainder. 
(Similar arguments serve for other types of boundaries conditions not considered here.) 
E The actual equation satisfied by u* can be obtained by inserting the stresses (7) or (9) into 
- the respective equilibrium equations. This leads, as might be expected, to NAvıEr’s equation 
for a non-homogeneous Poıssox’s ratio with an additional body-force term: 
uV2u* + grad {(A’ + u) ern + grad {A —A) en} =0 . re; 
where V2 denotes the Larracz operator. This equation could also be derived by subtracting 
the NAVIER equations for the unperturbed and perturbed states. A discussion, of its solution is 
left until Section 3, since it is not required in establishing the discontinuities in o;; and ei; resulting 
from the layer of force over the interface. This topic is treated in the next section using only the 
properties arising from the structure of equations (8) and (11) and the continuity of u*. Inciden- 
tally, the continuity of the difference tractions across each interface is a superfluous. condition in 
these deductions since it is equivalent to the presence of the layer-force (10). 
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2. Diseontinuities in the perturbed field 
To make ideas precise we consider a single inclusion A bonded to the matrix B with the separa- 
ting interface denoted by $. The results obtained, however, continue to apply for any number of 
inclusions. The discontinuities are examined at an arbitrary point of $ which is taken as the 
origin of a cartesian system of axes with positive z-axis along the outer normal. The x- and y- 
axes are in the tangent plane to S at the origin and touch the curves s and s‘, respectively, drawn 
in the interface. 

If ü** is the difference displacement whose components (u**, v**, w**) are referred to 
the (s, s’, z)-system of orthogonal curvilinear axes then it follows that since u** is continuous 
across S then dir**/ös is also. At points of S the tangential normal strain e# can be expressed in 
terms of these components by the relation 
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‚he difference stresses are not related in the usual Hookkan sense with the difference 


at A’ (or alternatively »‘) becomes equal to A (or ») in the matrix. (7) is identical in 
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- continuity of o*, implies that of e},, which from 
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where o is the radius of curvature to the curve sat the origin. But @ isthe 
and B ooftheinterface Sand therefore ef is continuous across Ss. A similar nalı 
so we see that the perturbed normal strains tangential to an interface are conti 
that interface. This can be alternatively derived by operating directly on uw. AR 

Using the same method as for e* it can similarly be shown that all the ang entia 
Et of ü* are continuous across S. From this follows the continuity of er, and he se 
from (7) that of the shear stress o;,. For the other two shear stresses O2., xy we recall that i : 
the difference displacement state the layer force is everywhere normal to S so that a resolutic j 
of the stress tensor o* along the directions of z and y yields a 

[#1 = [03] = 0, ee 
and hence immediately from (9) a Ben 
ei] = Tal = 0. Be 
One other fact required later concerning the derivatives öu*/öz, öv*/öz can be proved here. The 


bee Ir ur 
and the continuity of dw*/öx established above in turn implies the continuity of &u*/öz. A similar 
conclusion holds for @v*/ez. 


We now consider further properties of the difference displacement state which enable the 
remaining discontinuities to be derived. The layer-force produces in the stress-component or & 
a discontinuity of equal and opposite amount to the force so that on S 


[0] = — [@ — A) au] - 
=, + — NM), 
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Again, from (9), 
so that Ä 
[:]= le ]+ A Na] =0. 
A second expression for the discontinuity in o can be obtained from the third normal relation 
(8) written in the form 
> — ja 2 ae e_ + * 
0; (A + 2u) er —2ule +8)» 
which since &* and e/ are both continuous leads to 
[02] = [A + 20) ee]. 
The two discontinuities can be equated to produce 
[@ + 20) eu] + [Neal =0, 
and so if H is a function given by 
H=(i# + 2 u) = + (2° —/) Erk 


it is continuous in the whole space. Rearranging the third NAvIER equation (11) yields the 
following expression for the derivative of H along the outward normal to S: 


oH 0 [öw* ©u* e [a* cw* 
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The terms on the right side are all continuous, by the same arguments used previously, and thus 


cH/öz contains no jump in passing from ; "he di ence ste i 
I jump iny g A to B. The divergence of the system of equations (11) 


V®H=0, 


showing that H is harmonie in the region of the inclusion and matrix. That it is harmonie in the 
whole space follows from its continuity together with that of its normal derivative across S. Bya 
en theorem of Potential Theory (Kerrose [8] p. 218) H therefore vanishes and so we 
1ave 
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This is an explicit expression for the difference dilatation at everv 
known quantities and is later used in the solution of the i 
ofA and, ex, vanishes in the matrix which therefore expe 


point ofthe medium in terms of 
difference state. Due to the equality 
riences no change in volume when the 
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h the total change in the volume of this r 0 oh the tat nnstr 2 
urbed stressed state is, in view of (12), ee essed state to fire Final 2 
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where the integration is through the region occupied by the inclusion. An equivalent result has 3 
‚been cited by Esuerey [1] but refers only to the homogeneous media Fast by him. e 
Ei „The discontinuity for the normal difference strain z* follows from (1 calling is pr. 
and ey are continuous. Then x ie ee. E > 

| wen E 
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We are now in a position to evaluate the discontinuitiesin the only other remaining difference 
_ Stresses 05, 0,. From the ee relations (7) we have 


: Pe er + 2uet + —)) &r; 
which on using (12) can be rewritten as 
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so that the discontinuity in o, is 
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The same expression holds for the discontinuity in o,. 


The discontinuities in the difference components have thus all been found. Moreover since 

the unperturbed field is continuous these discontinuities are just those occurring in the perturbed 

field. This is therefore continuous everywhere except on the interface of each inclusion where 

the normal strain normal to the surface and the normal stresses tangential to the surface contain 
the discontinuities determined above. 


The discontinuities can always be evaluated providing the foregoing theory is modified to 
include a fictitious homogeneous matrix. This is taken to be the medium of the unperturbed 
state which now has uniform Poıssos’s ratio v. The perturbed state, as before, has a variable 
Poissox’s ratio v which no longer coineides with » outside the inclusions but assumes there the 
given variable value of Poıssos’s ratio for the matrix. Under the applied load the unperturbed 
stresses, strains and displacement satisfy equations (1) — (4), but with uniform v and u, and can 
thus be solved by standard methods, yielding a known value for the dilatation. With the altered 
meaning for v,v and z;; all the remaining equations are the same so that the resulting expres- 
sions for the discontinuities are unchanged in form and can thus be evaluated. 
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3. Solution of equations for the difference state 


We revert to an arbitrary system of rectangular cartesian axes and begin by solving equa- 
- tion (12) for the difference displacement. It is then a simple matter to derive the associated 
strains and stresses from equations (5) and (7) respectively. 


We seek a solution in the form 
u* — grad 
where g is a point-function called the difference displacement potential). Inserting this value of 
ü* into (12), or equivalently into the Navrer equation (11), leads to 
+2 )/ 4 +W —Ner=t, 


which can be integrated in the forın of the gravitational potential 
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1) GooDIER [2] has employed a similar method to integrate the thermoelastic equations. 
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due to a distribution of matter of density, 
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"through the volume oftheinclusions. In these formulae R(P, Q) is the distance between the point P 


N i i ithi i iors. The integration is performed over 

t which g is evaluated and a point Q within the inclusions T "formec 
the En of the inelusions and must be defined as suitably convergent when P lies inside an 
inelusion. We observe that the attraction of a potential is its gradient so that the difference 


displacement is the attraction of p. 

For points in the matrix it is well-known from potential theory that 9 becomes harmonic 
and then the modified’ form (with A equal to A) of (12) is identically satisfied. Theintegral (13) 
therefore supplies a solution at all points of space. However, it must be remembered that although 
p with its first derivatives is continuous everywhere, certain second derivatives of g become 
discontinuous with go and thus on the surface of the inelusions the corresponding stresses and 
strains ofthe difference state are undefined, as we have otherwise seen in Section 2. 

If the matrix is finite the expression (13) for g does not supply a complete solution to equa- 
tion (12) and in general the stresses derived from this particular value give rise to tractions over 
the external surface. These tractions must be annulled by superposing another stress-distribution 
satisfying the field equations for the perturbed state and produeing equal and opposite surface 
tractions. The second distribution generally has discontinuities over the interface of the inclu- 
sions similar to the difference state and its determination is just as complicated as the perturbed 
state. When the matrix is infinite, the form (13) leads to a complete solution provided g(Q) is 
bounded at each point. This condition is fulfilled by exeluding from the region of each inclusion any 
point force or other type of load-singularity, such as a centre of dilatation. On this assumption, 
p(P) then behaves as O(1/R) at large distances, R, from the origin so that the displacements 
and stresses have orders O (1/R?) and O (1/R3) respectively. But the loading vanishes at infinity 
for the difference displacement state and hence its uniqueness is ensured by KIRCHHOoFF’s theorem. 

The harmonic property of o within the matrix means that the difference displacement is also 
harmonic at points of this region. Further, from modified stress-strain relations (7) we deduce 
that in the matrix the difference stresses are given by 


0; = Ast 2uen 


and therefore are likewise harmonic. From a well-known theorem in potential theory, a harmonie 
function attains its limits on the boundary of its region of definition. Thus both the difference 
displacement and stress attain local maxima on the matrix side of the interfaces of each inclusion, 
causing stress concentrations. 


A precise account of the difference state therefore rests on a knowledge of the displacement 
potential p or its gradient. This is the same as knowing the potential or attraction of a gravita- 
tional distribution of matter. Very few have so far been evaluated especially for problems consist- 
ing of multiply-connected regions of space. We therefore concentrate attention on potentials 
for single finite regions, and in the next section deal with the single inclusion. When the media 
become homogeneous the conclusions there reached reduce to a special case of ones obtained by 
EsHeLgy [1] for the arbitrarily shaped inclusion having both moduli different to those of the 
matrix. 


Little work has appeared in the literature on non-homogeneous bodies but mention might 
be made of the contribution by Hzars [3], [4] who discusses the problem of the infinite space 
subjected to a given arbitrary load with both moduli varying from uniform values in such a way 
that second order terms can be neglected. Solutions are given when the variation oceurs through 
the entire space and when it is restricted to finite regions (inclusions). 

One final remark deserves attention. Any equilibrium distribution of stress and strain in 
a medium which contains zero dilatation is not disturbed by the introduetion of an inclusion of 
different Poısson’s ratio. For instance, the field due to a centre of dilatation is unperturbed by 
such an inclusion if its centre is pleacd outside the inclusion. Similarly in an extended medium 
stressed at infinity along the shear directions the presence of an inclusion has no influence on the 
elastic field. Of course, if the inclusion consists of a differing shear modulus as well as a differing 
Poısson’s ratio, this remark no longer holds good. 


4. The single Inelusion 


This section discusses certain types of single inclusions which can be solved by using known 
values of potential functions. It deals with the non-homogeneous problem of the ellipsoidal 
inclusion and then with some selected topics for the homogeneous inclusions of various shapes. 
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Dyson [5] has given the potential due to matter distributed through a solid ellipsoid with 


density 
0(0) = elle I = 


abe DE 


wherea > Oand [is an arbitrary function. The coordinate axes are ipsoi 

: are along the axes of the ellipsoid 
which are of semi-lengths a, b, c. Several problems emerge. Suppose, for instance, that the nee 
are homogeneous; then puttinga& = 1 we have that 


4 (l—v)(1—2») 
abe (v — ») I» 


&k— 


so that the unperturbed dilatation is proportional to an arbitrary function. In principle there- 
fore this example can be solved for any type of boundary conditions whatsoever, but in practice 
Be will be restrieted to those which permit an evaluation of the integrals entering into the 
solution. 


._ Again, suppose that the matrix is homogeneous but that Poıssox’s ratio in the inclusion is 
en variable. Let the loading consist of a uniform stress at infinity and no body-force. Then on 
taking 
abc V Epk 


I en) 


the value of v’ in the inclusion is given by 


gut j 2 y? z2\«—1 
v ee h 


where the lower limit of the integral is either 0 or the greatest root of the cubic equation 


{2 2 2 


- and so varies from » on the outer to surface to 0 at the centre. The corresponding difference 
— displacement is given by 
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depending upon whether points of the inclusion or matrix are being considered. The other com- 
ponents of u* can be obtained by eyclic permutations. When & = 2 these expressions can be 
4 evaluated in closed form by means of elliptic integrals ([6], pp. 84, 85) thus giving the displace- 
ment, stresses and strains to an apparently new problem. 


| The general problem of the homogeneous inclusion embedded in a homogeneous matrix 

stressed uniformly at infinity in the absence of body force has been solved by EstkeLgy [1]. 

The solution is expressed in terms of the derivatives of potential and biharmonic potential func- 

tions due to uniform distributions of gravitating matter over the inclusions. There is little advan- 

tage in applying the present approach to such problems as this leads to a special case of EsHELBY’s 

conclusions when the shear modulus is identical in the matrix and inclusion. However it is not 
possible to extend EsHELBy’s approach to the non-homogeneous problem since his proof relies 
upon an explicit expression for the solution of the Kzuvın point-force problem and this is available 
only for homogeneous media. For other inclusions within this class reference can be made to a 
survey by STERNBERG [7] of the literature on stress-concentration. 


The homogeneous inclusion of the type considered by us possesses an interesting feature 
when in the shape of an ellipsoidal shell of finite thickness. Provided the matrix is homogeneous 
and stressed uniformly at infinity the difference displacement potential produces an attraction 
which vanishes inside the hollow shell (Kerocg [8] p- 22). It immediately follows that the dif- 
ference displacement also vanishes in that part of the matrix contained within the hollow. On 
using the stress-strain relation (7) and recalling that X equals A in the matrix we see that the dif- 
ference stresses also disappear in the same region so that such an inelusion builds up a stress con- 
centration outside itself but inside the matrix remains in its unperturbed state. These observations 
are also applicable to the inclusion shaped in the form of a hollow eccentric sphere with the slight 


difference that the attraction is uniform instead of zero inside the hollow. 
36* 
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Other potentialfunctions whichareknown and can be used in the solution ofthe correspon 
ing Bee inelusion problem include those for regions shaped in the form of a semi-in- 
finite eircular cylinder (Mykerstan [9]); a toroid (Morse and FESHBACH [10] p. 1301); and u 

rectangular parallelepiped (MacmizLan [11] p. 22). 


“ 


5. Ineompressible media | | R 

When Poıssox’s ratio becomes 1/2 in either the matrix or inclusion, the formulation of the ? 
previous sections breaks down due to the presence of the infinite factor (1—2») 2. In tus 
section a modified proof is given which is valid for all values of » and »’ including 1/2 and shows 
that with minor alterations the earlier results continue to hold. The method avoids a deseription 
in terms of body- and surface layer-force, as this requires a separate discussion for either vor» r 
equal to 1/2, and instead deals with both cases at once. It was not used earlier as it employs an 
uncommon form of the stress-strain relations and tends to obscure certain principles more 

ily revealed by the former approach. 

same kart is Ka aE before and the continuity of the difference tractions and dis- 
placement across the interfaces still implies the continuity of @,, 07, 0y, and all the tangential 
first derivatives of u*. } 

If o/x is the sum of the normal stresses, the stress-strain relations (7) can be written in the 


form f 
WEDERRE NT a RN Tr 15 
Gi; = ee, 90; + 2u&;+ (+N)(i+») Oxx Öi5 . (15), 
which holds for all values of » and »’ including 1/2. Substitution of these stresses into the equili- 
brium equations (6), which are unaffected by the value of Poıssox’s ratio, leads to the following 


equation for the difference displacement, 
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On writing 


1+r (+r)(i+» 
and treating this equation in the same way as that for Hin Section 2, we arrive at thef act that A 
vanishes in the entire space. Hence 
| Are (16) 
=» AU Eee ; 
so that using (15) the expression for the difference dilatation becomes 
2uch — a .. (17). 
U Erk A_y)a FH (17) 


We can now calceulate the various changes in volume of the matrix or regions occupied by 
the inclusions due to the formation of the inclusions in the stressed medium. As before the matrix 
experiences no volume-change while for the inclusion the change is 


— fer dv, 


"1 /1—2r 
= 1 — I, do, 
for an incompressible matrix. 


For the discontinuities we have, for instance, from (15) that 


for an incompressible inclusion or 
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so that with the help of (16) the jump in o/ is 
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with the same expression for [o,]. The jump in e* can easily be caleulated from that in er 
using (17). ; 
I Inspeetion of these modified’ results reveal that they are equivalent to replacing &+ by 
Orrl3A + 2u) in the corresponding expressions of Section 3, and then proceeding to the limit 
with v or» equal to 1/2. Since in this limit the stress-strain relations (7) are no longer valid, this 

substitution requires the justification presented here. 


0006. Inelusion forced into a similarly shaped cavity ER 
. Define a new set of strains e;; associated with the stresses oj; according to Hoore’s Lawfor 


"Pre WoR = end; + Zwei; TREND AR ee (18), _ fi Be 
'e the assumption is still made that A’ equals A in the matrix. The difference stressisthr-r 
> e completely accounted for by the strains &;; and hence a part of the difference strain en can : 


_ produce no stress at all. Following Rosso [12] and EsteLsy [1] we call this part a „‚stress- 
_ free“ strain and denote it by e;. Evidently 


PETE ei; = Ei — Ei, 
7 ‚and inserting (18) into the stress-strain relation (7), yields the following value for e3;: 


j ‚ = 
P- er K—A k 
E; x Bi 37 42m Ekk Ö; er a ae (19). _ 
‚In the region of the matrix e?; vanishes and thus the difference stress is produced entirely by the Re 


” difference strain. In the inclusions, however, ej; does not vanish and corresponds to a pure expan- 
sion without distortion. 
“ The stress-free strain can be interpreted in the following manner. Consider the unperturbed 
body and imagine removed from it an element loaded to reproduce the strains it has when part 
of the body. When Poısson’s ratio alters its value a further strain e?; occurs in the element but 
the stress remains constant. If now the element is treated as part of the body this further strain is 
not allowed to proceed freely and the resistance of the surrounding material induces another 
strain &;;, which gives rise to the stress o;; according to the relation (18). 
Suppose now that the whole inclusion is separated from the unstressed matrix and is sub- 
jeeted to the strainpattern (19). Generally this produces a stress-distribution but when the strains 
ei; are uniform the inclusion simply expands by a uniform amount without the formation of any . 
stress. To fit the expanded inclusion into the matrix requires the application of forces to annul - 
thestrains. Oncetheinclusion is fitted these forces can be removed causing both the inclusion and 
matrix to experience an additional strain &;; which in turn induces the stress o;,. These obser- 
vations now allow the difference state to be used in another manner. 
Consider a homogeneous inclusion of Poıssox’s ratio v’ and shear modulus « that is to be 
forced into a similarly shaped cavity contained in an unstressed homogeneous matrix of PoIsson’s 
ratio » and the same shear modulus. The amount of displacement which must be given to each 
point of the surface of the inclusion to ensure that it just fits is 


u=!; Ya Er T 
”z 37 a 5) un kkin 

where 7 is the position-vector of the point. Then the elastic field arising in the medium when the 
inclusion is fitted is the same as the difference state for the matrix perturbed by an inclusion 
of the same shape as the cavity and having a Poısson’s ratio v’ and shear modulus u, provided 

- _ thatin the unperturbed state the applied load produces a uniform dilatation &;- 
We illustrate the procedure by means of the ellipsoidal inclusion. Suppose the amount of 
displacement required by every point of the interface to make the inclusion just fit into the cavity 
-  jskr where kis a constant. Then from the difference state previously derived we see that the 


displacement induced is 
# 2 
u* == & Er k grad p - 
7 


where @ is the potential due to a solid ellipsoid of unit density. The stresses are derived from the 
stress-strain relations, 

= Ekr 6; +2 u tr +2u)kö;; in the inclusion 

0; = 2uen in the matrix. 
From the form of g ([8], p. 192) it may easily be shown that in the inclusion the normal stress 
components are uniform, while the shear components vanish. The problem of the ellipsoidal 
inclusion having the same Po1sson’s ratio as the matrix can be deduced by letting »’ equal vin 
the above formulae. 
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calculates the field associated with the region of stress-free strain f 
the inclusion. | nd, 
7. The ellipsiodal eavity ro be ARE 
" z j a ” 1 s of Se ion 
Following a suggestion of EsmeLey [1] we can deduce from the results of Sort 
tion for the homogeneous matrix containing an ellipsoidal cavity. We have seen = 
stresses induced in the ellipsoidal inelusion forced into a cavity are uniform and 
Poıssox’s ratio is the same as in the matrix subtraction of these stresses from ne eavi 
inclusion stress-free. In particular the surface of the inclusion is tractionless and th inclusi 
can therefore beremoved. We are then left with the stresses for an ellipsoidal cavity in an infin 
homogeneous medium stressed uniformly at infinity along direetions parallel to the axes of r 
cavity. The same problem has been treated by STERNBERG and SADOWSKY [14] using an entirely 


“ 


different approach involving ellipsoidal co-ordinates. u 
| 8. Relation with thermoelastieity j RS. 
The structure of the field equations for the difference state immediately suggests a relation | 
with thermoelasticity. For ifin the stress-strain relations (7) we put e 


(KA) gr = — (87 +2u)a de 


where T is the temperature and a the coefficient of linear expansion we recover equations for the 
elastic field caused by an inclusion heated to a temperature T and bonded to a cold matrix of : 
different Poısson’s ratio but the same uniform shear modulus?). The difference stresses, strains 
and displacement become the corresponding components of the thermal problem. 


The heated inclusion has frequently been studied in the terature but as far asthe author 
is aware the connection with the inclusion problem has not been noticed. It supplies a means 
of combining these two parts of elasticity theory and provides another instance of the interdepen- 
dence of various branches of the subject. The relationship is not restrieted to a treatment of 
inclusions and can be extended to include the general theories of thermal and isothermal elastieity. 
Accounts of the extension are given by Knors [15] and in somewhat less detail by STERNBERG 
and Mux1 [16]. 
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®) GoODIER [2] has formulated equations for the general thermal problem. 
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0, Über den beginnenden plastischen Zustand 
0 bei unter innerem Überdruck stehenden Rohren 


x . 0 


- Von LapisLaus N#MErI 


Es wird eine neue Bedingung für zulässige Beanspruchungen der über die Elastizitäts renze beans 
8 v } spruchten 
Bauteile vorgeschlagen. Und zwar soll die größte auftretende bleibende Verformung die Fe 
bestimmen. Als Anwendung wird das unter innerem Überdruck stehende Rohr untersucht und der Begriff 
einer praktisch brauchbaren ideellen Spannung eingeführt. ? 


For structural members loaded beyond the elastic limit a new condition for determining the admissible 
load is suggested: the limiting load is to be determined by the maximum permanent deformation. The condition 
‚is applied to a tube subjected to internal overpressure, amd for practical use the conception of equivalent 
stress is introduced. 


IIpennaraetca HOBoe yCJIOBHE 119 NONYCTUMOÜ HATPy3Ru NeTasıef, HONBEPFAeMEIX HATPY3KE, 
IPEeBbIMIAaloIeM IIPeneJibI IJJIACTUYHOCTU, a, UMEHHO, IIPeNHogJaraertca, YUTO TIpeneiibt HATPY3RU 
HOJBEHBI OHPEeNeIATcCH HauÖoNbImeii OCTATOYHOH Mebopmanmei. B KkauecTke IIPHIOKeHHA 
HccJIenyeTcH TPyÖOIPOBOA, HoNBepraeMblü NU3 BHEe W30LITOYHOMy NABJICHWIO, M BBONUTCA 
TOHATHE IIPARTMUYECKOTO HNEeAJIBHOTO HAIPSHREHHA. 


1. Einleitung 


In der Literatur über den plastischen Zustand fester Körper sind die Spannungen und Ver- 
formungen in den verschiedensten Belastungsfällen berechnet worden, wir finden hingegen ver- 
hältnismäßig wenig Betrachtungen über die sogenannten zulässigen Belastungen, über die Be- 
lastungen also, welche die Grenze der praktischen Brauchbarkeit derjenigen Bauteile anzeigen 
sollen, welche über die Elastizitätsgrenze hinaus beansprucht werden. Hierbei ist natürlich der 
Begriff ‚praktische Brauchbarkeit“ ein relativer und hängt in erster Linie vom Verwendungs- 
zweck des betreffenden Werkstückes ab, aber auch von der Art der Belastung. 

Es ist aber klar, daß für die ausführende Praxis in erster Linie gerade diese zulässigen Be- 
lastungen wichtig sind, und daß von diesem Gesichtspunkte aus die Verteilung der Spannungen 
und Verformungen eher mittelbar interessiert. 

Am häufigsten wird wohl als Belastungsgrenze die sog. Tragfähigkeit des Bauteils ange- 
sehen, derjenige Belastungsfall also, welcher zur vollständigen Zerstörung des Körpers führt. Das 
wird z. B. der Fall sein, wenn der plastische Zustand instabil wird. Für den stabförmigen Körper 
und eine konstante Fließspannung kann diese Grenze erreicht sein, wenn ein Querschnitt voll- 
ständig plastisch wird — um uns kurz auszudrücken. E 

In der überwiegenden Mehrzahl der Fälle sind aber die großen Verformungen, welche hierbei 
auftreten, bedeutend größer, als es der Verwendungszweck des Bauteils erlaubt, mit anderen Wor- 
ten, die Tragfähigkeit des Körpers liegt oft wesentlich höher als die durch die auftretenden blei- 
benden Verformungen bedingte Grenze. 

Wenn man also die zulässigen größten bleibenden Verformungen festlegt, erhält man eine 
neue Definition der zulässigen Beanspruchung, welche in den meisten Fällen brauchbarer und 
wichtiger sein dürfte als die der Tragfähigkeit des Bauteils. 

Die obenerwähnten zulässigen bleibenden Verformungen sind im allgemeinen klein gegen- 
über den Abmessungen des Körpers, sind von derselben Größenordnung wie die auftretenden 
elastischen Verformungen oder sogar auch klein gegenüber der letzteren. 

Setzt man also die bleibenden Verformungen als klein gegenüber den elastischen voraus, so 
kann man vermuten, daß durch eine Art ‚„Linearisierung‘ sich die Rechnungsergebnisse wesent- 
lich vereinfachen lassen, daß man also für den beginnenden Fließzustand praktisch brauchbare 
Näherungsformeln wird erhalten können. 

Obige Überlegungen stellen eigentlich ein Programm dar. Dieses besteht darin, daß für die 
verschiedenen Belastungsfälle die größte bleibende Verformung ermittelt werden soll, weiter sol- 
len für den Fall des beginnenden plastischen Zustandes brauchbare Näherungsformeln aufgestellt 
werden. 

In vorliegender Arbeit soll als Anwendung das unter innerem Überdruck stehende Rohr 
nach diesen Gesichtspunkten untersucht werden. 


3. Der elastische Zustand 


Die diesbezüglichen Ergebnisse sind bekannt. Wir legen die Achse des zylindrischen Koor- 
dinatensystems (r, 9, z) in die Längsachse des Rohres. Das Rohr stehe unter dem inneren Über- 
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Entfällt die Bedingung, welche o, an der Innenbegrenzung festlegt, so gilt statt (2.2) und 3 
(2.3): i 
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Diese Form werden wir später benötigen. 


3. Der plastische Zustand 


Als Plastizitätsbedingung wollen wir die Trescasche Fließbedingung verwenden. Diese 
zeitigt im allgemeinen Ergebnisse, die nicht sehr von denen der v. Mısesschen Fließbedingung ab- 
weichen. In unserem Fall dürften die Abweichungen besonders klein sein. Dafür ergeben sich 
wesentliche mathematische Vereinfachungen in der Behandlung des Problems. 


Wir wollen also annehmen, daß im plastischen Gebiet gilt 


I FE X , A Se. 7ER a (3.1), 
wobei or die Fließgrenze des Zugversuches darstellt. 
Aus der Gleichgewichtsbedingung 


ergibt sich dann sofort — berücksichtigt man die Grenzbedingung fürr = nn — 
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k Weiter verwenden wir die von HExckY zuerst angegebenen [1] Gleichungen, in der Schreib- 
weise von SOKOLOWSKI [2]: 


Ä , 
en), 
Ep nm); 
ER BREI IR (3.3) 
Fe uk} 
ge uaiteli 


—_ 
Im tg + E, 


Im= ty +, 


Hierbei ist 


und % ist ein Proportionalitätsfaktor, welcher das. Verhältnis: (Gesamtformänderung)/(elastische 
Formänderung) ausdrückt. Diese Ortsfunktion ist im elastischen Fall = 1, im plastischen Fall 
> 1. Wir bemerken noch, daß die ersten drei Gleichungen (3.3) linear abhängig sind. 


Mit Hilfe von (3.2) schreiben wir die Gleichungen (3.3) um: 
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Hieraus erhalten wir, durch Eliminieren von y und o;: 
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wobei wir folgende dimensionslose Größen eingeführt haben: 
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Die beiden anderen Unbekannten drücken sich mit Hilfe von u aus: 
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Zur Integrierung der Gleichung (3.5) führen wir als abhängige Veränderliche 
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f) m 1 au £ 
En 


| a ie a 
4 | s LEER Ü ana 
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und als unabhängige Veränderliche y = y(r) ein. Dann erhalten wir 


de? 4 de _} -y)- EEE . 8.8), 
(2) 09 o( N 
..31—2ude 
Tas 
ne 2 „| ee (3.9) 
o 
dy ra 
Indem wir (3.8) nach y auflösen und die Substitution 
BEL 
re ee 
verwenden, erhalten wir 
_ #43, 1 21 BE A (3.10). 
4 wm—1 4 N 


Wir differenzieren diese Gleichung nach t, welches wir als neue unabhängige Veränderliche 
ansehen, und erhalten: 


dx 1 k 4 
Ze ha | Ze R ee - 3.11). 
FT (? * hra- pm! Gi 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet: - 
1 t 3 3 t+1 k 
N en ET En a u He 3.12 
e- 7 A+ az weist u ltN ei 


Diese Beziehung, zusammen mit (3.10) gibt eine parametrische Darstellung der Funktion u(r). 


Wir haben außerdem durch Umformung von (3.9) 


a 12 RB 1 | 

TEE ERTL, i 
Ä Mass (3.13) | 
Is = An 7. > ie u 

2 = Yasaıı rise » 
Damit sind auch diese Größen durch den Parameter ? ausgedrückt. 1 


4. Der elastisch-plastische Zustand 


Wenn, bei wachsendem Innendruck, irgendwo die Bedingung (3.1) erreicht wird, so tritt 
dort der plastische Zustand auf. Bei den durch die Gleichungen (2.2) bedingten Spannungen im 
elastischen Zustand wird der plastische Zustand zuerst am Innenrand erreicht. Von dort breitet 
sich der ringförmige plastische Bereich bei wachsendem p nach außen aus. 


.— 


Um diesen elastisch-plastischen Zustand zu charakterisieren, müssen wir den die beiden 
Gebiete trennenden Grenzkreis näher ins Auge fassen. 


Wir bezeichnen den Wert der vorkommenden Veränderlichen auf dem Grenzkreis mit dem 
Index 0, also z. B.: Tg, Xg, Yo» fo; Y9, außerdem sei (ro/r,)? = n < 1; dieSpannungen und Verschiebun- 
gen im plastischen Bereich seien mit dem oberen Index P und diejenigen im elastischen Bereich 
mit dem oberen Index E versehen, also z. B.: o2, oP usw. 


. Am Anschluß der beiden Gebiete, also am Grenzkreis, müssen folgende Bedingungen erfüllt 
sein (fr =7,): 


IE ee 
k# = kP k s | 
y-1l 


Te zw ‘ ? u 


. " f 
.. , v ! 
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Hierbei sind für o® die Formeln (2.5) zu verwenden. Außerdem gilt, wenn wir Enrahrnen‘ 


daß der Achsialzug vom Rohr selbst aufgenommen wird, 


To Fa ' 
[ere+ [ero-3 3 Je rer (4.2). 


1; 17} 
Diese sechs Gleichungen dienen zur Bestimmung der sechs Unbekannten: C, KE, A, kP, 
to, To- 
Aus den ersten beiden Gleichungen (4.1) erhalten wir 


lentleg-ll.s 20.2 un. RN (4:3), 
wer 
G BT re (4.4). 
Aus der letzten: 
1—u 
Dr en ee a a a EN 4.5 


Indem wir diese mit der Beziehung (3.12) für r = r, gleichsetzen, erhalten wir 


Age (n 2) + zarte + gu RE. (4.6) 
Mit diesem Wert erhalten wir endlich 
= 5% nt} > (areigl,—areigi) | 
ltr 
er 
vr [on 2g)+ zarten —areig N ne: 
Han ])+4tR 


Diese Beziehung, zusammen mit (4.3) und (4.5), stellt diejenige Lösung der Gleichung (3.5) bzw. 
(3.11) dar, welche die Anschlußbedingungen an das elastische Gebiet befriedigt. Hier ist allerdings 
noch der Wert von k unbekannt, dessen Berechnung aus (4.2) aber unerwartet große rechnerische 
Komplikationen bereitet. Wir werden weiter unten sehen, wie wir diese Schwierigkeit — bei un- 
serer im Punkt 1. formulierten Zielsetzung — umgehen können. 


Aus (4.3) ergibt sich übrigens folgende Disjunktion der Belastungsfälle: 


Rein elastischer Zustand: 0<II<1— ne 
elastisch-plastischer Zustand: 1— - —ıl- lu: 
ae (4.8) 
rein plastischer Zustand: U =, 
(in indifferentem Gleichgewicht) 
rein plastischer Zustand: Hin 
(kein Gleichgewichtszustand) 
Außerdem können wir noch feststellen, daß fürr = nr, 
Eee N na. (4.9) 


ist. 


rn h . BERN: 


Gemäß unserer Überlegungen in 1 
Größe ybeir = rd. h. y als maßgebend. 


Für diese suchen wir einen Näherun, gsausdr ıck für di 
Ir 
In diesem u ist r, nahe bei r,, /7 nahe big fonahe 


ae Ur Pe 


Die Größen, welche dem Grenzbelastungsfall D=1-— SA ts) 
einem Stern bezeichnen, z. B.: y*, {*, 7* usw. er 


Es ist: 


1 R er 
*-1——, » 
” : IB 
1 
"7: $ 
behbs 
yi= . ” ” - wire 
* 
(aus 2.4) 
NIE TEN: 
 2E—1 28 
3 | E* 1 1 
RE Se 
Bei beginnendem Fließzustand können wir setzen 
E—1 
=-—+AI, 
ze R 
PUR A ’ = 
Be 
y=1+4y, 
N 
k=zz3k dk: 
REN 
VZ 4 23€ y. 


Als Maß für die Abweichung vom Grenzbelastungsfall (/7 = IT*) setzen wir die Größe 
& 


u ee 53), 
A-,5y Iri 6.3) 

welche für //7 = II* verschwindet. 

Dann erhalten wir aus (5.3) 
Are = 2. (5,4), 
aus (4.3) 
A 

An= Fi Sn me (5.5), 


wenn wir die Größen, welche von höherer Ordnung als 1 klein sind, vernachlässigen. 


Aus der Definitionsformel für y (3.6) erhalten wir 


J 
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_ Andrerseits wird aus (4.7) bei Vernachlässigung der von höherer Ordnung kleinen Größen 


a ae Ak 
REN Im 
. Pre re 


Durch Gleichsetzung beider Ausdrücke erhalten wir 


dt 1—2u 
ars A a BE (5.6) 
Wie ersichtlich, ist diese Beziehung unabhängig von Ak. Aus (3.13) folgt 
l—u 4t 
nz, a en (3.7). 
Indem wir die Definitionsformel (5.3) und (3.6) benützen, erhalten wir aus (3.7) 
& A 
ana Alien Do 
Be Bu ge BE (5.8). 
Führen wir die ideelle Spannung 
Ay 
een] u De at 
ein, so wird aus (5.8) 
” Ta 
re TERRAIN 
5 Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber derselbe Ausdruck, den man auf Grund der 


gefahr ansieht. Unser Endergebnis (5.10) besagt also: 


© klassischen Theorie erhält, wenn man die größte Schubspannung als miaßgebend für die Bruch- 
: Schreibt man eine höchstzulässige bleibende Formänderung (y) vor, so kann man nach der 
e klassischen Theorie rechnen; nur wird man eine ideelle Spannung verwenden, welche gegenüber 
r der klassischen zulässigen Spannung um einen gewissen Betrag erhöht ist. Diese Erhöhung ist — 
„das ist das Wesentliche — unabhängig von den Abmessungen und von der Belastung des Rohres. 


Für die Anwendung in der Praxis sind hierbei zwei Wege offen. 


f 
" Erstens: auf Grund des vorliegenden Verwendungszweckes für den betreffenden Bauteil 
wird man y bzw. Ay vorschreiben, und die übliche zulässige Spannung um den entsprechenden 
Betrag gemäß (5.9) erhöhen. 

u 


Zweitens: man rechnet bewährte Ausführungen — welche denselben Verwendungszweck 
haben — auf Grund der Gleichung (5.10) nach. Die auf diese Weise erhaltene Spannung ist dann 
für dasselbe Material auch für andere Ausführungen zulässig. 


Zum Schluß noch einige Worte über den Gültigkeitsbereich unserer Ergebnisse. In Wirk- 
lichkeit sind die Baustoffe nicht ideal-plastisch, noch wird im normalen Beanspruchungsfall die 
Streckgrenze erreicht, auch wenn die Proportionalitätsgrenze oder auch die Elastizitätsgrenze 
überschritten wird. Es könnte also scheinen, daß man an Stelle der Bedingung (3.1) besser eine 
verallgemeinerte v. Mıszssche Fließbedingung [3] verwendet hätte. Gleichung (5.10) gilt aber im 
elastischen Bereich, wobei o, als größter Unterschied der Normalspannungen auftritt. Sie gilt 
aber auch im beginnenden Fließzustand, wobei o; die durch (5.9) definierte ideelle Spannung ist. 
Wir interpolieren nun zwischen beiden Gebieten — das ist gerade der praktisch vorkommende 
Bereich — und können sagen, daß wir (5.10) wohl auch in diesem Fall als angenähert richtig 
betrachten können. 
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Einseitig eingespannter Plattenstreifen mit Einzellast 
„Alte Wege — neue Wege“ 


Von C. WEBER 


: f 
Ein unendlich langer Plattenstreifen sei am der einen Längsseite eingespannt, während die andere Längs- 

seite ein freier Rand ist. In einem Punkte zwischen beiden Längsseiten ist der Plattenstreifen durch die 

Kraft P belastet.. Es wird eine Lösung abgeleitet, die durch Potentialfunktionen mit singulären Stellen aus- 


gedrückt ist. 

A strip of plate infinitely long is clamped at ome of its long sides while the other side is free. The strip is 
acted upon by a force P acting at a point somewhere between the two long sides. A solution is deduced which 
is expressed by potential functions with singularities. 


PaccmaTpuBaertca IIPAMOYTOABHAA ILTACTUHKA ÖecKOHeYHOH JLUIUHLI, ONAHA H3 IIPOHOJIBHEIX 
CTOPOH KOTOpoü 3akpeileHa, a ıpyrası upencrassmer co0oü cBoÖonHsIi kpaü. K HekoTopoä — 
TOYRE ILTACTHHKH, NeKameli MEKITy OÖeUMU IPOJMOJNBHLIMH CTOPOHAMH, IPHUKJIANBIBAeTCH CHA 
P. BsiBonurtca pemenme IIpM TOMOIM IIOTeHUWAAIBHLIX PYHKIMÄ, O0M1ANalmımmx OCOÖBIMH 
TOYRAMu. 


1. Problemstellung 


Der Plattenstreifen nach Bild 1 ist an der linken Längsseite eingespannt, die rechte Längs- 
seite ist frei. Die Plattenbreite ist a, der Kraftangriffspunkt O befindet sich im Abstande a’ vom 
eingespannten Rande und im Abstande a — a’ = a’ vom freien Rande. Wir wählen das Ko- 
ordinatensystem x, y mit dem Anfangspunkt O; weiter die Systeme !=x-+d, y’=y und 
x’ = x —.d«’”, y' = y mit den Anfangspunkten auf den Längsseiten. 


Wir nehmen für die Durchbiegung w der Platte die Grundlösung 


r = z 
w, = er?In — = cRe |zzIn — 
a a 


mit 


D= ER/12(1 — »?) 
und 
u 
Dazu kommen weitere Glieder zur Befriedigung der Randbe- 
dingungen. 
Die Grundlösung formen wir für den linken Rand um: 

w, = cRe |(@ — iy) zIn (z/a)] 

= cRe[(— 2 + 22) z1In (z/a)] 

= c Re [— 2 In (z/a) + 2x z In (z/a)] 

= Re [— 2? In (z/a) — 2 a’ zIn (z/a) + ©’ : 2 z1In (z/a)] 


FC (Ph Oo) At a en Dee (1) 
Bild 1. Darstellung des Problemes  @, und 9, sind Potentialfunktionen: 
Ya = Re [— 2? In (z/a) — 2 a’ zIn (z/a)] ; 9 = Re l2zin (fo) ı 5 (2). 


Ebenso wird w, für den rechten Rand umgeformt: 


W = Clin 4 2’ 00). .; % ar ne 
mit : rs en 


Ya = Re [—z In (z/a) + 2 a” zin (z/a)] ; 9% =Ref2zin(z/a)] . ..... (4). 


Bei der Befriedigung der dingungen erhal ) ) ) 
en g 1 er Randbedingungen erhalten wir weitere Potentialfunktionen, deren 
g n ın den Punkten O,, O, usw. bzw. O_,, O_, usw. liegen. Diese Punkte erhält man 
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durch fortgesetzte Spiegelung des Punktes O an den zwei Längsseiten, siehe Bild 2. Diese Punkte 
_ wählen wir als Anfangspunkte der Koordinatensysteme x,, Y,; 2, Yz usw. bZW.2_,Y_152_» Y_g USW. 


Bild 2. Singuläre Stellen 


2. Randbedingungen des eingespannten Randes 
Die Randbedingungen lauten: 
ow 
—0, —) =0. 
Wra | ZH 0 

Die Lösung für w/c bestehe aus gegebenen Gliedern @, + 29; die singulären Stellen der 
Potentialfunktionen @, und 9, befinden sich rechts vom Rande. Wir suchen weitere Glieder 
für wc, so daß die zwei Randbedingungen erfüllt sind. Hierzu wählen wir Potentialfunktionen 9, 
und 9, mit singulären Stellen rechts vom Rande und spiegeln dieselben am Rande. Die ge- 


spiegelten Potentialfunktionen bezeichnen wir mit @.s, und 945». Zwischen einer Funktion f(x’, y') 
und ihrer Spiegelung besteht die Beziehung 


Key) = Is, y). 
Am Rande x’ = 0 wird 
fra = (Fsp)na. 
Für die Ableitungen senkrecht zum Rande erhalten wir 


BL --tR, 


an) sp 
ter | USW. 
(2 ee O0) m 


\ 


und weiter 


Nun bestimmen wir die Funktionen g, und ; und damit auch 9,5, und 9459: 
Wir setzen 
DIE Our 20 Pe Paso! rin ren det ie re 9): 
Die Randbedingung wg = 0 gibt mit = 0: 
Para t (Pesp)ra = 0; 
En a ee (da). 


7) - 
Die Randbedingung vi — 0 gibt 
x Rd 


12] 0 [> 
Bern), 
Rd 
Hieraus ee Pa I Öpesp ) 
Pa Sp) Rd Wr 0% = 
Pa 
Para — (9 ae nr i 
3 De 22 2 (Sb). 
Pa 
19) 
far (9 N 0x IE 
Pa 
u=—(m+2 =) 


a g ee SE N a u. tun 


iR un hn ES 


Frl 
» IR r u. e 
en - f 
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3% 
2.0 a s 


Wir erhalten hiermit 


’ ’ . ÖPasp\ ’ LE 
w=09tT% Mm— Yasp —T (92 E 


. Die singulären Stellen der gespiegelten Funktionen liegen links vom Rande. 


3. Randbedingungen des freien Randes 


Die Randbedingungen des freien Randes folgen aus den Bedingungen, die besagen, daß dort 
weder Randmomente noch Querkräfte angreifen: j { 
ww Er) 


tr)” ei oe 


OR Rw\ 
-—D(), N, = 
Ta 02° Öx y?) na 


Die Lösung w/c bestehe wieder aus den gegebenen Gliedern 9, + x” 99; die singulären 
Stellen der Potentialfunktionen 9, und 9, befinden sich jetzt links vom Rande. Wir suchen 
weitere Glieder für w/c, so daß die Randedingungen erfüllt sind. Hierzu wählen wir die Poten- 
tialfunktionen 9, und 9, mit singulären Stellen links vom Rande und spiegeln sie am Rande. 


Wir erhalten hiermit 


vue= +" Mt tÜ yon. - - "ren (6). 
Setzen wir diesen Ausdruck in die Randbedingungen ein, wobei wir berücksichtigen, daß 
2 2 
a = — = ist und x’’ am Rande gleich Null wird: 
y 


pa Op 1 PPesp pH) _ 
ar er er +2 a 


Popa 
0x° 


ei) 


pr Yesp Pr sp 
a er 0% 
0x2 0x 0x2 = 


Anstelle der gespiegelten Funktionen führen wir die nichtgespiegelten ein, wobei bei un- 
geraden Ableitungen das Vorzeichen zu ändern ist: j 


2 
(on) rs ne 


Ox2 x? BR 
pa 7 fe pr]. 
Te ken 


Da die Funktionen am Rande übereinstimmen und ihre singulären Stellen auf derselben 
Seite vom Rande liegen, können wir das Zeichen Rd fortlassen. Weiter integrieren wir die erste 
Gleichung einmal nach x, die zweite Gleichung zweimal nach x, wobei wir die Integrationskon- 
stanten gleich Null setzen: 


Ip ‘ op € 
nr} 2 +29%+(1—») 29-0, 


Pu 
0X 


Ed) 5 a ET Er BE Sr 2 


Hieraus folgt für die gesuchten Potentialfunktionen Ye und Q;: 
Mi „1 el 
= 34%  A-y)Ornm 


1. a". 09, 
en Bi Nee? 
"Tr (r Fe A) 


N ver eai DE 


Aus der ersten Gleichung folgt g, durch Integration, wobei e 


Ankhmmt: s auf die Integrationskonstante nicht 


are 2 Rn 133 - 
el age [rt a 
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4.. Erste Näherung 


Wir beginnen mit der Grundlösung =, zu der wir noch das Glied Re « 2? z hinzufügen. Die- 


ses gibt für die gesamte Platte das konstante Biegemoment Mm; = —20aDc; a bestimmen wir 


' später so, daß die Gesamtlösung bestimmte Bedingungen im Unendlichen erfüllt: 


w 
3 = Re [— 2 In (z/a) + 2xzin (z/a) + ax] 
= Re [—- 2 In (z/a) — 20’ zIn z/)— aa z-+x (2zIn (z/a) + a 2)]. 
Diese Grundlösung ergänzen wir so, daß die Randbedingungen für den freien Rand x’ = 0, 
x = — a’ erfüllt sind. Hierzu müssen wir zu R weitere Glieder nach Gl. (5), (5a) und 5(b) hinzu- 
fügen. Die auftretenden neuen Potentialfunktionen haben ihre singularen Stellen im Punkte (Pe: 
wir bezeichnen die hinzukommende Funktion mit “= Wir erhalten hiermit als erste Näherung 
die eingespannte Platte, die sich von x’ = 0 bis x’— oo erstreckt. Aus - erhalten wir: 
9a = Re [— In (zja) — 2a’ zin Ja) —acz], 
9% = Re [2zIn (z/a) +02]. 


Hieraus 
9. = Re ]z? In (z/a) + 2 a’ z1n (z/a) + saz], 


Ya = Re [2zIn ga) — az +22 +4ad Ina) +4a +2xa]. 


Wir wollen uns auf die Bestimmung der Momente und Querkräfte beschränken. Dann 
können wir die unterstrichenen Glieder fortlassen. Bei der Spiegelung wird aus In (z/a) die 


Funktion In —1, diese bezeichnen wir abgekürzt mit /_,; ebenso In (z/a) mit I,. Wir erhalten: 
a 
A | 
Ocp = Re 1227 1,—2 a’ a 
945 = Rel—2z2,1, +02, —2z2, +4al]]. 


Hiermit 
u Ze Bel Dazu tr@zl, +02 
€ € = 


+2z41l,—2d@z,1, +80 2z,lı +02, — 202, +4ol))- 


Berechnen wir m, für die Einspannlinie, so heben sich die zweiten Ableitungen fort bis auf 
die der unterstrichenen Glieder. Für diese erhalten wir das Moment 


0° ‚ 
m —=— Dez Re [x’ (a z 4 & 21 — 221 _ da 1,3] 
sch 
= De.2(2a 2440 2). 


—L 


sa . . . 
Damit das Integral [ m, dy für den eingespannten Rand endlich bleibt, wird « = 1 gesetzt. 


Hierbei wird m, für y — co gleich Null. Das Moment m, und die Querkraft q, werden: 


r? Pia 8 ER 
+8 = A—n)ax , 
4 = = ( = +2(1 —») zen > E = + 21 —») u) 
—4(1 4») @® _- IR RR Zur 


37 
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Auf der Einspannlinie wird: a’? 
Mas = De Sarg 
und pe : N? 
a 


Bilden wir die Integrale längs der Einspannlinie, so erhalten wir 
m, dy = —Dc-8na« = — Pa 


und 


Tale Dessard 


Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt, daß diese Integrale für das Gebiet x’ < a’ die Werte 
— Pxbzw. — P geben, während sie für x’ < a’ gleich Null werden. 


16:P/8x3’ 
7 ee — >= 


Bild 3a. m, der ersten Näherung 


Bild 3b. q, für x’ = 0 und —4, für 2’ = 2a’ der 
ersten Näherung 


Für € =0 und « =2« zeigt Bild 3a die Verteilung von m, und Bild 3b die Verteilung 
von q,. Das Ergebnis ist für «° = 0 unabhängig von v: für x’ — 2 a istv — 0 gesetzt. 

Wir erhalten hiermit die Lösung der Platte, die sich von x’ = 0 bis oo erstreckt und am 
Rande x’ = 0 eingespannt ist. Sie ist zugleich die erste Näherung für den Plattenstreifen. 
Nehmen wir einen Streifen von der Breite a — 2 a’, so erhalten wir am freien Rand die in den 
Bildern 3a und 3b dargestellten geringen Restwerte. Wir zeigen, wie man mit Hilfe derselben das 
Moment m, auf der Einspannlinie im Punkt x’ — 0,y=0 abschätzen kann. Das Restmoment 
m, am freien Rande ist für eine größere Länge, die das Mehrfache von a’ ist, ungefähr gleich 


> DR 
—0,5- Apr Wir überlagern das konstante Moment m, = +0,55 = und müssen dann diesen 
7 


Betrag auch am eingespannten Rande hinzufügen. Die Querkräfte 9. Je Längeneinheit am freien 


C. WeBer, Einseitig eingespannter Plattenstreifen mit Einzellast ‘ 563 


Rande sind in der Umgebung des Punktes — x’ = 2.«,y = O0 nach oben gerichtet und geben eine 
BR 
Restkraft von ungefähr 0,11 Ir Die Kraft P im Abstande a’ gibt ein Biegemoment in der 


Mitte der Einspannlinie von — 8 bis — 9. — Beseitigen wir die Restkraft durch eine ent- 


gegengesetzte Kraft, so ruft diese entsprechend das Biegemoment von etwa— 9 : 0,11 = = > 
hervor. Wir erhalten als Summe 2 4 
2 
M,,x=0,y=0 a (8 er 0,5 + 1) Sr = = 0,34 Dr 


5. Zweite Näherung 


Unsere erste Näherung stellt einen Teil der analytischen Fortsetzung für w/c dar für das 
Gebiet 2’ < 0. Befriedigen wir nunmehr die Randbedingungen des freien Randes, so erhalten 
wir einen Teil der analytischen Fortsetzung für das Gebiet x’ < a. Hierbei gibt w,/c die Funktion 
w,/c, und w_,/c entsprechend die Funktion w,/c. Die singulären Stellen der Potentialfunktionen 
liegen im Punkte O, für w,/c und im Punkte O, für w,/c. : 

Der Kürze wegen schreiben wir I; für In (z;/a). Belanglose lineare Glieder sind fortgelassen. 

Berechnung von = aus 0 


D=Rel-21,4+20"z, +22 +2], 


%=Rel-2hL+2d"zl)], 
%=Rel2zl, +2], 


IV 5 1» 
wo [7 R 2] 
ne ee 
= 20 
N=3 2, Rel-22,— 2440 ab 
ID) ie er en e 14% 
Dr aus zu +" Q@zah+za +4a De ren le 
=, Re[- 2L— Ka + a@)zah—Aaah+r@zh+n+4a”l)] 
4 ie 
> Re [21]. 
nes e [zı 4] 
Berechnung von . aus — : 


= she 2 L_, Fe 2(a = a‘) 2_ 1 2, Air 4ad I 7 2 CC 2 2_1 L, u! + 4a’ _,)] » 


9, =Re[2,1,—-Ma+a)z,ı+4adlj], 
%=Re[—2z,1,—2ı+4# ware 


= 
9=3,,Re [2,11 —2a+a)z,lı taa I,]—4taa el 
Ir 5 ; 
= Re ne Ne 
Ken. mr u 
1 ’ — 
DI BeBzuli #2, Ach48ca zen], 


a — Rei21,+ Katn)zb t4adh +2’ 23, — m —4a,—8aa 2")] 
C v 


4 be? Re [- 2, —4a'z 1] 


Ad—)@®+») 
=, Re[2, +22 a+)3, +4aa+a),+8daz! 
v 


12-23, — 3 —4al,—8aa z,')] 


1+» 2 r 
Bra z ne Au 6b]: 
en e[ 2 ala 


37* 


En ne er a 
REN 
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Der Ausdruck (w + w_,)/e + (w, + w,)/c befriedigt die Randbedingungen des freien a | 
des; die Randbedingungen des eingespannten Randes sind jedoch nur für (w + wi Bere 
Nunmehr ergänzen wir die Lösung durch Hinzufügung von w_,/ce und w_;/c, so 


(w, + w_,)/c als auch (w, + w_,)/c die Randbedingungen des ar Randes erfüllen. ih 4 
| Berechnung von - aus = : y 
9 = = Re ae 2 d)ah—dac’ Arge FAR 
DEZ u Reßzh +z +4a’1], n 
= - Be [2L +%Xa+a”)z4 + Aal Re zul, 
= = Reßz4h4 +2 +4al+ Bad’) Au gamRe 4234, —2z], 
= = a Re [2,1 ,—%Xa+a’)z,i,+4aa’l,;+ 2 (—2z ,l,—z ,+4al,—8aa” zZ] 
—4 En Rel— 2,1, +r(42,1,+2z,]- 
Berechnung von — ER = : 
= So Re [2% +22 a+a)zl,+4aa+a)l,+ 8 a? a’ zz!] 
A Er 5 Re[-3 ,—4dzL,], 
%= = Re 22, —,—4a,— Sad zt] 3 
— = Re [-3,—2@2a+a)z, , —4ala+ a), —8 aa z1] 
A —— ,) Re[3, +4adz,L], 
= = Re [—- 23, — 2, — 4Ma+ a),—8az!1+ 16 ee ö 
Ar; a „Relzb+22+8aL], | j 


A 


2 a we Rel—2,1,+22a+a)z,1,—4 aa+a)l,+8a&« 3 


en a 


+2(@z,;l1; +23 —4a-+ a) is +8dz11 16a ze] 
FE 
(1—»)(8+») 

Wir berechnen nunmehr m; und q, für die Randpunkte eines Streifens mit a= 24, also 

für die Stellen x = 0 und x = 2a’ mitv— 0. In Bild 4 sind die Momente eingezeichnet und 
ebenfalls q, für den freien Rand. Die Restwerte sind jetzt so langgestreckt, daß man sie verein- ! 


facht nach der gewöhnlichen Balkentheorie berücksichtigen kann. Wir erhalten dann am einge- 


spannten Rande die im Bilde 5 aufgezeichnete Verteilung von m,; für y = 0 insbesondere erhal- 
ten wir den früheren Wert: 


Re [2,1,—4dz,1,+ 27 (—42,1,—22z,+8a IL. 


> 
= —(,34P. 


M.,2=0,y=-0 = — (8,00 +1,76 —0,5 — 2. 0,46) - s- = — 8,59 a 
IT 


Natürlich ist es möglich, die Restwerte durch weitere Näherungen herabzumindern oder 
mit Hilfe von FOURIER-Integralen genauer zu bestimmen. 
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m,=-9,76:P/87c 


x 
Mx= -025-P/8K 9x =0,46-P/8763’ 


Bild 4. M,,x=0: My, 2a’ und 92,2 —=2a der zweiten Näherung 


2 -850 : P/8sC 
= 
| 
| Aöche P-a’ 


x 


Bild 5. m, für den eingespannten Rand 


Ausblicke 


Lassen wir a’ — a, a’’ — 0 gehen, so erhalten wir die Lösung für den eingespannten Platten- 
gen 


streifen mit Randkraft. Bei der Berechnung ist die Reihenfolge der Näherungen =, rs 


w ä 
— usw. einzuhalten. 
c 


Das Verfahren läßt sich auch für andere Belastungsfälle anwenden. So könnte man auf der 
x'-Achse eine Strecklast von b, bis b,, 0 < b, < b, < a annehmen oder die Belastung einer kleinen 
Kreisfläche um den Punkt O0. Von Belang ist nur, daß man w, durch eine analytische Funktion 
ausdrücken kann. 


Manuskripteingang: 2. 2. 60 


Anschrift: Prof. em. Dr.-Ing. C. WrBeEr, Hannover, Hindenburgstr. 39 
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On the Stress Distribution of the Rotating next relations can be obtained 


Circular Ring Type Shell ERSZL, y" 
In this paper, the author wishes to describe the N (+ ya) ’ 
"stress Msirbaticn on the surface of Kissen: en Y * 
ring type shell by W. HorFERBERTH 8 theory ol bhe sing = —,  00s9= = 
statical dynamics of pneumatic tire [1]. yı + y? Yı + y? 
In a i,. 1 0ep LE 


mmw@®(r,dp) we pr m 1 


(n,d3.) ? Y 
= y' 
Big c08P ®> 


then the equations (1), (2), (3) become as follows 


Ns 57T } 

rat TH FROM 

ON, yy' = yy st 

Ze ?]+y? Noir yatzs 

y 
ren . +. (5) 

y I . y' “ : 

rn 


— my 0. 2 NS (6). 

When we caleulate the value 2, from the equation 

(6), and put it into the equation (5), the equation (5) 
can be written as follows 


oT on, h 
tet Pr 


149° 
and the equation (6) becomes 
N, N (1 ze y'?) Ds 


— mnyarl+y?=0.... (8). 
For example, we choose the shell with ceircular 
section as shown in Fig. 2, then the relations 


Fig. 1 


The stress components can be seen in Fig. 1, and 
when we put 


m —= mass of shell element of unit area and unit 
thickness, 


p =internal pressure (i.e. air pressure in tire), 


© = angular velocity of the rotating shell, 
then the stresses must satisfy the following equations 


oN» 1 öNgo'ro) 
0) r] FI 


+N9,08P +mn=0 (), 


&Ngr) , 209 
d0 + ati — Nar, 008 
+Ppnrtmnrotcop =0 (2). >. 
r 
NG + —- mn — mr ao: = 0 (8). (y— rm)? + 22= 0? 
1 
1 zw. rn —o! 
When we put Ve — y= e 
= Ve — 2° 
T=Ngs=N,, | n —— —2 
and write the meridian curve as y = y(z), and further re ry Y?—2, cop= ans" 
dy 1 d’y 
a! and ACH r n=o, de ey 
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can be seen, and further we put 15 
v»»=0, »%=0, »r=P, T=0 
and 
(7) 
Ta 


for the symmetrical stress distribution, then the ’? 
equation (7) become as follows 


NZ 8 
ONg 2 

E 2 — 05 

5 a (rm + VE — 2) o8z. 

“ @ 

K By integration under the boundary condition of 

5 N =0atz=o, we can obtain next relation from 

5 ‘above equation 

7 . w* 0 

4 Zu Zi a B, 

3 059 p 

hu where 

2 RZ 

a A=z(1+ „) 

L Elfe a2 u ma +0 e2 m Z "0 
y tm) \e) 3\e e 


Fig. 4 


where oge=r, 


ee ET 


e r] 
r ner r ner 
De: er 
7] fm 0 @ Tm 0 


The values of C and D can be seen in Fig. 5 and 6. 


+05 


2.=02-08 
m 
[B: (for mean value) 


Tension 


Compression 


[7] 45 90 135 780 


Fig. 3 


The values of A and B can be seen in Fig. 3 and 4, 
and the stress Na can be written as follows from 


equation (3) 


Ne 7, Mrmo 7, 
e? DB 


968 


Compression 


90 135 780 
@ 


Fig. 6 


0 45 
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Zur Stabilität des Nyströmschen Verfahrens 
1. Gegeben sei die Anfangswertaufgabe 


ym = fa yyY..,y®r dd); ya) = Yo. 


yo) = Yo yr dm) = yırD 

Zur Lösung werde ein Näherungsverfahren be- 
nutzt. Bei exakter Rechnung (die infolge der not- 
wendigen Rundungen i.a. nicht durchführbar ist) 
liefere.das Verfahren an der Stelle x, den Lösungs- 
vektor Ya 


Yr 


(). 


dh: 
yon) 


der sich von der exakten Lösung der Anfangswert- 
aufgabe (1) noch durch den hier nicht betrachteten 
Verfahrensfehler unterscheidet. Benutzt man nun 
an der Stelle x, für die weitere Rechnung statt (2) 
den durch Rundungsfehler etwas verfälschten Vektor 
Ya + N 
tm 


=D fen 


so liefert das Verfahren an den Stellen ,v—= x +1, 
*-+2,...) (unter der Voraussetzung, daß exakt 
weitergerechnet wird) veränderte Vektoren 


Y» + 
Y, if 


yin—ı) a 7) 
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Wie Quans [1] nennen wir das Verfahren stabil, 
wenn die Folge der Vektoren } 


bester 


er { 4 


gegen den Nullvektor konvergiert. Anderenfalls heiße 
das Verfahren instabil. i 


Gegenstand der bisherigen Untersuchungen waren 
orwiegend N 
ui m, [2], [3]. Bei Differentialgleichungen höherer 
Ordnung wurde bisher vor allem die Stabilität der 
Differenzenschemaverfahren untersucht. 


In dieser Arbeit sollen einige Betrachtungen über 
die Stabilität des Runge-Kurra-Verfahrens angestellt 
werden. .. 


Wir nehmen dabei an, daß die Ableitungen 


PPERFIERREER RO ns 05 a Te 


konstant sind, die Differentialgleichung (1) also von 
der Form 


yo) = q(@) + P,y+ Py+---+Pn_ıyed; 
j=0,1,...,2—1]) 


h (4) 


ist. Diese Annahme, von der in der Literatur meist 
ausgegangen wird, ist auch dann noch berechtigt, 
wenn innerhalb des Intervalls, in dem die 
gesucht ist, die Funktionen (3) nicht wesentlich 
variieren. 


2. Bei Anwendung des RungEe-KurTra-Verfahrens 
auf die Differentialgleichung (4) ergibt sich 3, ; ı aus 
4, vermittels einer linearen Transformation 


Pj = const 


dx+1 = Us E 
also 


In = Yr —* In B 


Dabei sind die Elemente der n-reihigen quadrati- 
schen Matrix A Polynome inh, Po» Pr+:--> 
(h = Schrittweite). 


n—1 


Notwendig und hinreichend für die Stabilität ist 
daher, daß die Matrizenfolgee {MV} (u =1,2,...) 
gegen die Nullmatrix konvergiert, die Eigenwerte / 
von X also im Innern des Einheitskreises liegen. Die 
charakteristische Gleichung von X stellt ein Polynom 
n-ten Grades in A dar, dessen Koeffizienten wieder- 
um Polynome in Ah, Py, Pa..., P„n—ı (genauer: in 
#PR=pn MP =, m, AB = Pn—ı) sind. 
Es stößt daher auf große Schwierigkeiten, bei Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnung den vollständigen 
Stabilitätsbereich im (Po Pıs ++, Pn—ı)-Raum an- 
geben zu wollen. Hat man jedoch die Koeffizienten 
der charakteristischen Gleichung erst einmal als 
Funktionen der p5 bestimmt, so ist es für jede spezielle 
Differentialgleichung (4) wohl möglich, zu prüfen, 
ob das Verfahren stabil ist oder nicht. 


3. Zu der Matrix MV gelangt man z.B. bei An- 
wendung des Rungz-Kurra-Verfahrens auf die An- 
fangswertaufgabe 


yv"=f&yy)= de + Py+ Pıy; 
YX) = Yı > y'(%) = Y% 


(Nysrröm-Verfahren!)) in folgender Weise: 


..) Der Fall der Differentialgleichung erster Ordnung wurde be- 
reits von LINIGER [2] gelöst, 


die Differentialgleichungen erster Ord- 


Die Rechenvorschrift des Nvströn-Verfahrens lautet 
bekanntlich: 
h2 pi 
kı =y fa Ya; Y.) D 


he? Er 
nSgllmtg mt gh 


1 kı 
tg» nt) 
h h 
3’ - 3° Yx + % 
th Y. +7). (5). 
h2 2 e key 
ung slathmtäntknt2d), 


1 
E=4(ht+htk), 
+41 = Yu thy, +k, 
1 
, ; K 
Nx+1= Yu + 27 J 


Benutzt man nun statt > denfVfektor % S> ) i 
64 


Ya t N 
so erhält man statt der kW =1,2,3,4) gewisse 
- Werte k + ö%k; und damit 
n 1 
N.+1 70% + hn, + 3 (ök, + Ök, + Ök,) 
6). 
- 1 ( 
Na+1 = N. t 3% (ökı + 2 ökz, + 2 ök, + Ök,) 
Die ök; ergeben sich zu 
h2 F 
Ök, = zZ [Po + Pın) 
. h2 ER | 
= [Pol tg + öR) 
+ P, (7 + =), 
h? Br: 1 
kn = 1? (m le INT, o%) (7). 
DE 0% 
3 P, (" ze ”) ’ 
IE = 
Oh = | Palme + Arie + ok 
ök, 
ra (7 .“ >.) 


(6) und (7) liefern nun zusammen nach einfacher 
Zwischenrechnung 


Rh? RP h* pa 2 
1+5Po+g PoPı +5g(P} + PoPY) 


h5 
+96 FPı 


— h2 h3 
ar I, BP R PN) 


hi 
+52 @ Pi Pı + Po Pi) 


h® 


3 
193 P5 Pı 


5 
+, (PR+3 PR PN) 4 
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‚Verfahren instabil ist. 
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Bezeichnen wir mit a,, die Elemente von W, so 


lautet die charakteristische Gleichung 


A — (a1 +) + (a1 — 415 Q,,) = 0 
mit den Lösungen 


_tıt@s ma 7 
An 2 = 2 Van — a3)? + 4 4121: 
Es ist dies, wie man leicht einsieht, dieselbe Glei- 
chung, auf die man durch den beiähnlichen Problemen 
meist benutzten Ansatz 3, —=4”- a geführt wird. 
Mit2,=hP, Pı=hP, erhält man: 


4, +a 1! il 1 
en (tan tz) 
1 1! 1 1 
__m3 ma pe er 
1 1 ze 1 
a 
und 
(&ıı — 25)? + 441, = 
1 1 1 1 1 
en 4 aan En 
Po Er Pi T g0g Pit zgg Pit gggPı + 12) 
il 5 Ai 23 
Blaze I ee ae ln 
11 11 
taatn) 
13 1 49 89 
2 ne Be Ten RAR 
ro (got FogPi t zug Pı t gg Pi 
19 4 4 
tantzatz) 


1 U 37 23 4 
+ulgggrl + 355 Pi + ggg Pit ggPi +3 P 


8 
+z7p1+t4A+ ‘) 
ae ae te 
+ arg Pi tafitrmPit 4 Pı 
Zi 
+5At+tP+M: 
Man erkennt sofort, daß für 9, > 0, p, >0 das 
Ferner ist es instabil für 
2, = 0, Pı beliebig, denn dann ist a,, = 0, demnach 
neben qa,, auch a,ı = 1 ein Eigenwert. 


Wir betrachten noch den Fall p9, =0. Hier ist 
411 = 4, demnach 


Zypern 1 1 
42=4ı+ Ya: %,—1 +52 +34Po 


+ 5, Im FO) F 10 + 86). 


Stabilität ist offenbar nur für p, <_ möglich. Für 
—6<p,<0 ist der Radikand nicht positiv, also 


h2 13 
h+5Pırg (Pr Pi 
hr 3 h° 2 
+3, @PRP+P)+tgPoPfi 


h2 h3 MER 
1+kPA, +53 (A+PM) rg @PPıt P) 


h# 
+57 (P} +3 P, Pi + Pi) 


h5 


+35 BP +Pf)t 


h$ 


2 p2 
195 fs fi- 
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| = [Ag] und daher h 
AP =laR=lahl=14 ggg P<1 


für die Stabilität notwendig und hinreichend. Diese 

. Forderung ist aber bei —6 <p,<0 erfüllt. Für 
2 <— 6 sind die Eigenwerte reell und dem Betrage 
nach kleiner als 1, solange 


m>—8+4(/2— 12) = — 6,690. 
Demnach ist bei p, = 0 das Nysrtröm-Verfahren 
genau dann stabil, wenn 


6,690 <p =MP,<P0. 


Wir bemerken noch, daß LiwıGeg [2] beim Runge- 
Kvrra-Verfahren für die Differentialgleichung erster 
Ordnung den Stabilitätsbereich 


—2,785<p=hP,<0 
erhält, 
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Die Anwendung der Methode der Störungs- 
rechnung für die Untersuchung des Einflusses 
der Querdehnungszahl auf den Spannungs- 
zustand dünner Platten 


« Wie bekannt, ist die Lösung der Gleichung für die 
Plattenbiegung 

otw ötw ötw 

Zar? 


?(z, Y) 
= (1) 


ee Me N 


in einigen Fällen nichtlinear abhängig von der Quer- 
dehnungszahl u, und zwar auch abgesehen vom Ein- 
fluß der Plattensteifigkeit 


Bei einfach zusammenhängenden Gebieten ist dies der 
Fall, wenn die Randbedingungen 


L,(2,y, w, wz, Wy, Wzz; Way Wyy Wrxz, Wray Wryy Wyyys Kt) 
==) El (3); 
L,(x, y, w, wz, Uy, Wer, Way Wyy Waxa, WeryWryyWöyyyslt) 
Nr nn (4) 
von u abhängig sind, so daß die Lösung die Form 


v=l—- Un YyU)o....» 5 
Ans uR) wer, Y, u) (5) 


In der Literatur wurde darauf hingewiesen, daß in 
manchen Fällen die Querdehnungszahl einen verhält- 
nismäßig großen Einfluß aufweist und in Erwägung 
gezogen werden muß. In diesem Artikel werden wir 
vorführen, wie man diesen Einfluß in Betracht ziehen 
kann, wenn wir eine Lösung haben, die der Gleichung 
(1) und den Randbedingungen (3) und (4) für die 
Querdehnungszahl «, entspricht und wir eine Lösung 
für ein anderes Material, dessen Querdehnungszahl 


u=w+s lis1l2 .-.. (6 


ist, finden wollen. 

Wie es sich bei der Lösung konkreter Fälle heraus- 
gestellt hat, ist es vorteilhaft, die Methode der Stö- 
rungsrechnung anzuwenden, wobei wir als „Störungs- 
parameter“ die Differenz der zwei Querdehnungs- 
zahlen u — u, betrachten werden. In solchen 
können wir dann die Lösung in Form einer unend- 
lichen Reihe suchen 


w(z, y, 1) -2 (—n)®- une, yore) - « (M)- 


Durch Einsetzen von (7) in (1), (2) und (3) und durch 
Vergleichen der Koeffizienten gleicher Potenzen er- 
halten wir rekurrente Beziehungen für die einzelnen 
%n. Führen wir uns den Vorgang an dem Beispiel einer 
gleichmäßig belasteten schiefen Platte vor, deren Aus- 
maße und Bezeichnung dem untenstehenden Bild ent- 
nommen werden können, und vergleichen wir die 
Resultate mit den Werten, die in [1] direkt be- 
rechnet wurden. 

Sei die Lösung für den Fall, daß die Querdehnungs- 
zahl u, = 0 ist (siehe erste Zeile der Tab. 1), bekannt, 
dann müssen für den Fall der allgemeinen Quer- 
dehnungszahl u = u, + e die folgenden Randbedin- 
gungen gelten: 

Für gelenkig gelagerte Ränder 15 und 1’5’ 


v=0, Auv=/, AA 
für freie Ränder 

&w &w 

yrmtdgant: 


9a, b). 

Be Be (9a, b) 

pre 

Wenn wir (7) in (1) einsetzen und die Koeffizienten 

bei gleichen Potenzen vergleichen, bekommen wir 
folgende Beziehungen 


AA, = F Adumn=0,n=1, 2,3... (10a, b). 


Ähnlich ist der Fall, wenn wir (7) in (8a, b) einsetzen 
und die Koeffizienten vergleichen. Dann wird 


4imn=0, 2r=0,1 2,3.%,llla, b). 


Wenn wir (7) in (9a) einsetzen, erhalten wir 


un=(0; 


ö°Ww, uw, uw, uw, ow 
In. , mn, ,7a Te 
a TE 2 


DA ES ED 1 Dun Da A a © > 0 u. 


vw 


Tabelle 1 h 


| Punkt 6 | Punkt 7 | Punkt 8 


m. Rune 1815 


ER [10% + 1/6 w zn as W632 
Ba ER [w, + 1/6 w, + 1136 wz]/12 p = 636 
Die direkte Lösung für u = 1/6 "635 


Parktd 


594 591 | 585 

62 | 643° | 65 
628 650 665 
625 | 646 661 


1116 
1158 
1165 
1162 


1189 

1226 
1232 
1235 


2) 


a 10. Eh> ar a: 1122 
10 Eh:[wo + 16 w]/l2pat 1204 
105. ER [w + 1/6 wı + 1136 w2]/12 p at 1215 
Die direkte Lösung für #= 1/6 1209 


+ 


105. ER wof12 pat 


dog 


; 1683 

105. Eh? [wo + 1/6 wı]/12 p at | 1763 

. 105. Eh’[w+1/6wı + 1136 w;]/12 p at 1774 
E. Die direkte Lösung für u = 1/6 1772 


Dürch den Vergleich erhalten wir ae Bezie- 
 hungen 

es 4 rw EA un-ı 
TEE TI dx? 


„n=1,23,377..(12a). 


Analog bekommen wir nach dem Einsetzen von (7) 
in (9b) 


0° wg 0° KALTE OR 
ae 2a? oy ? 
un wm _ un-ı . (12b). 
öy® a 
nel 2,3 


Die Gleichungen (10a, b) und die Randbedingungen 
(11a, b) und (12a, b) ermöglichen es uns, den Einfluß 
einer kleinen derung der Querdehnungszahl re- 
kursiv zu berechnen. 


In der Tabelle 1 sind die Ergebnisse der Lösung für 
den Fallu = e = 1/6 angeführt, und diese werden mit 
den durch direkte Berechnung erhaltenen Resultaten, 


Punkt 12 Punkt 13 | Punkt 14 | Punkt 15 | Punkt 16| Punkt 17 


1139 1486 1513 1586 1622 
1268 ‚1532 ‚1602 1748 1669 
1284 1540 1614 |. 1768 1677 
1276 1539 1609 1759 1677 


Punkt 18 | Punkt 19 | Punkt 20 | Punkt 21 | Punkt 22 | Pankt23 


1836 1576 1810 1462 809 
2004 1635 1957 1565 856 
2024 1645 1974 1576 861 
2019 1646 1975 1583 870 


welche mittels der Differenzenmethode erreicht wur- 
den, verglichen [1], [2]. 

Die Ergebnisse zeugen davon, daß schon die erste 
Annäherung sehr gute Resultate aufweist, die sich 
bei der zweiten Annäherung noch verbessern. Wie es 


sich aus dem Vergleich für den Fall u = 1/3 ergab, 


erhalten wir auch hier schon bei der ersten Annäherung 
gute Werte, doch die Konvergenz ist langsamer. Es 
scheint am vorteilhaftesten zu sein, die Berechnung 
für mittlere Werte u, durchzuführen, d.h. u, = 0,2 
bis 0,3, und die weiteren Verbesserungen erhalten wir 
dann praktisch schon durch die erste Annäherung. 


Literatur 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


E. A. Chistova, Tables of Bessel Functions 
of the True Argument and of Integrals 
Derived from them. 523 S. London 1959. Perga- 


mon Press. Preis geb. £ 5 net. 


In der Reihe der Übersetzungen aus dem Russi- 
schen ins Englische, deren sich der Verlag in be- 
grüßenswerter Weise angenommen hat, ist im ver- 
gangenen Jahr auch das vorliegende Tafelwerk 
herausgebracht worden. Es enthält siebenstellige 


 Funktionentafeln für die Bezsserfunktionen erster 


und zweiter Art Jo(&), Jı(2); Fo(x) und Y,(x) und für 
die daraus abgeleiteten Integrale 


Ji,(x) = ya .. Leim 


im Argumentbereich 0(0, 001)15(0,01)100. Da die 
meisten dieser Funktionen im Nullpunkt singulär 
sind, aber mittels der Funktionen 1/x und Inx in 


einfacher Weise auf im Nullpunkt reguläre Funk- 
tionen zurückgeführt werden können, sind für kleine 
Argumentwerte x = 0(0,001)0,150 Tafeln dieser Hilfs- 
funktionen beigefügt. Wo keine Differenzen an- 
gegeben sind, kann linear interpoliert werdea; sonst 
sind die Tafeln für die Interpolation nach BesseL 
eingerichtet. Für große Arsumentwerte x > 100 
werden asymptotische Entwicklungen angegeben. Bis 
auf die Werte von Jo(®) und J,(z) sind die Tafeln 
mit dem elektronischen Rechner BESM neu be- 
rechnet worden. Sie stellen eine wertvolle Ergänzung 
der bisher verfügbaren Tafeln für Bzsseusche Funk- 
tionen dar. 


Dresden H. HEINRICH 


Leonhard Euler (Sammelband zu Ehren des 
250. Geburtstages). Verantwortl. Redaktion K. SCHRÖ- 
DER, Dtsch. Akademie d. Wissenschaften zu Berlin. 
X + 336 S. m. 20 Abb. Berlin 1959. Akademie-Verlag. 
Preis geb. DM 58,—. 

Anläßlich der 250. Wiederkehr des Geburtstages 
Leonhard EuLers im April 1957 haben die Deutsche 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin und die 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR je eine 


Punkt 10 Punkt 11 


_ Festschrift herausgebracht. 


Bei dem vorliegender 
Band handelt es sich um die erste von beiden. In 


worden sind. Teilweise nehmen diese Arbeiten un- 
mittelbar auf das Schaffen EuLnrs Bezug (ein Bei- 
trag von MıkHAILov-Moskau bringt Notizen über 
unveröffentlichte Manuskripte von Ever), oder 
sie zeigen die Ausstrahlungen seines Wirkens bis in 
unsere Zeit hinein auf, oder sie behandeln aktuelle 
mathematische Probleme. Der Inhalt — aus allen 
wichtigen Gebieten der Mathematik — ist viel- 
gestaltig wie es EuLers eigenes Werk war. Es kann 
hier nicht auf einzelne der 26 Arbeiten näher ein- 
gegangen werden. 

Vielleicht hätte der außerordentlichen Bedeutung, 
die EuLER auch den Anwendungen der Mathematik 
beigemessen hat, etwas mehr Aufmerksamkeit ge- 
schenkt werden können. 


Der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin und dem Akademie-Verlag, der der Fest- 
schrift eine würdige äußere Form gegeben hat, ge- 
bührt für diese Veröffentlichung Dank. 


Dresden H. HEINRICH 


M. Päsler, Mechanik deformierbarer Körper. 
(Sammlung Göschen, Band 1189/1189a.) 199 S. m. 
48 Abb. Berlin 1960. Walter de Gruyter. Preis 
brosch. DM 5,80. 


Das Buch, dessen Verfasser Professor der Theoreti- 
schen Physik an der Technischen Universität Berlin 
ist, enthält in übersichtlicher Form etwa den Stoff, 
der in der Vorlesung ‚‚Mechanik deformierbarer 
Körper“ für Studenten der Mathematik und Physik 
an Technischen Hochschulen und Universitäten ge- 
bracht werden sollte. Es ist daher besonders für 
Studenten zum Nacharbeiten und Vertiefen des in 
der Vorlesung Gehörten geeignet. Ein dem Buch 
beigefügtes Literaturverzeichnis enthält die wichtig- 
sten Werke, in denen die neueren Ergebnisse der 
verschiedenen Teilgebiete der Hydrodynamik, Aero- 
dynamik und Elastizitätstheorie dargestellt sind. 
Dieses gibt dem interessierten Leser des PÄsLe&schen 
Buches die Möglichkeit, ausgehend von den in dem 
Buch gewonnenen Grundlagen, seine Kenntnisse auf 
den gewünschten Spezialgebieten zu vertiefen. 


Berlin W. Isar 


Handbuch der Physik, Band VIII/1. Strö- 
mungsmechanik I. VI+ 4718. m. 186 Abb. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis 
geb. DM 132,—. 


Der Band VIII/1 enthält folgende Einzelbearbei- 
tungen: K. Öswarırson — Physikalische Grundlagen 
der Strömungslehre (S. 1—124), JAMES SERRIN — 
Mathematical Principles of Olassical Fluid Mechanics 
(S. 125— 263), L. Howartu — Laminar Boundary 
Layers (8. 264—350), H. Scuuionring — Entstehung 
der Turbulenz (S. 351—456). 

Die Prinzipien der Strömungslehre sind von den 
Klassikern der vorigen Jahrhunderte ausgearbeitet. 
Eine straffe Zusammenfassung mit den Mitteln der 
modernen Mathematik ist wertvoll, weil eine solche 
Fundamentaldarstellung neben den zahlreichen für 
die praktische Rechnung notwendigen Vereinfachun- 


‚gen bestehen muß. 


Hiermit beschäftigen sich die Artikel von Os- 
WATITSCH und SERRIN. Beide Autoren beschreiben 
neben den klassischen Gebieten auch die modernen 
Bereiche der Gasdynamik und Grenzschichten. Im 
ersten Artikel werden die Grundgleichungen in Inte- 


ihr kommen hervorragende Vertreter der Mathe- 
matik zu Wort. Sie enthält Texte von Vorträgen, 
die während der Eusxr-Gedenk-Tagung in Berlin De 
. (21.—23. 3. 57) gehalten worden sind, und Abhand- 
"Jungen, die eigens für die Festschrift eingereicht 


in v nir =: ‚der 
Verfahren nicht losgelöst vor | 


gleichen Stoffes durch zwei 
nützlich, da der 
Plastik gewinnt. F Be 

Das gleiche gilt für die Kapitel In 
ne Met räumliche Ih 
täten bei der Strömung zwischen zwei Zylindern, 
bei OswATITsch und SCHLICHTING vorkommen. 
Der Artikel von Howarrs bringt die konventionelle 
Darstellung der Theorie laminarer Grenzschicht 
die ergänzt ist durch Referate über neuere Näherur 
methoden zur Bestimmung des Ablösungs) ei 
über instationäre Grenzschichtströmung sowie AR 
dimensionale Grenzschichten und deren Ablösungs-- 
möglichkeiten. . 1 

Der Beitrag von SCHLICHTInG entspricht weitest- 
gehend den Kapiteln Entstehung der Turbulenz aus 
SCHLICHTINGS bekanntem Buch „‚Grenzschichttheorie*” 
(3. Auflage). Ein Sachverzeichnis auf deutsch und 
englisch ermöglicht dem Leser schnelles Zurechtt- 
finden. i 

Das Buch ist eine wertvolle Bereicherung der 
Literatur über die Grundlagen der Strömungslehre 
und sollte in keiner Bibliothek fehlen. 


Dresden 


der B 
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W. ALBRING 


J. Gazale, Les structures de commutation 
am valeurs et les calculatrices nume£riques. 
78 S. m. 35 Abb. Paris 1959. Gauthier-Villars. Preis 
brosch. $ 3,04. 


In der vorliegenden Dissertation von M. MıpHarT 
J. GAzaL& werden Methoden der Berechnung logi- 
scher Funktionen mehrerer Variabler behandelt, die 
auf einem Bereich von m Werten definiert sind und 
die die Grundlagen für logische Strukturen von digita- 
len Rechenautomaten bilden können. Der Spezialfall 
m = 2 ist unter dem Namen ‚‚BooLesche Algebra“ 
bekannt. 


Der Verfasser führt die Begriffe ‚„„‚kombinatorisches 
Element“, ‚„‚Kombinator‘“ und ‚Struktur‘ axioma- 
tisch ein, an denen man leicht technisch realisierbare 
logische Schaltungen wiedererkennt. Wegen der Be- N 
schränkung auf kombinatorische Strukturen gelangen 4 
Speicherstrukturen nicht mit zur Besprechung. i 

. 
. 


Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Analyse und 
Synthese von Strukturen bilden die charakteristi- 
schen Zahlen, die den möglichen Argumentkombi- 
nationen einer Transportfunktion zugeordnet sind. 
Eine Gesamtheit von Kombinatoren (Transport- 4 
funktionen) bildet eine ‚funktionelle Menge“, wenn 
man aus ihr alle möglichen Transportfunktionen, die | 
auf dem gegebenen Definitionsbereich und demselben i 
Wertebereich definiert sind, herstellen kann. Bei- | 
spiele dafür sind die Minimumfunktion und die E 
zyklische Funktion von Posr einerseits und die Funk- t 
tion von WEBB andererseits. Eine Gesamtheit von 
Kombinatoren wird eine „halbfunktionelle Menge“ 
genannt, wenn sie zusammen mit Konstanten die 
Eigenschaften von funktionellen Mengen besitzt. Ein 
Beispiel für eine halbfunktionelle Menge sind die 
drei Funktionen ‚„verallgemeinerte Summe“, ‚‚ver- 
allgemeinertes Produkt“ und „Identität“. Sie ge- 


statten, jede Funktion o von n Variablen RE NEN 


DV 


_ darzustellen. Von ihr ausgehend kann man eine 
universelle Struktur herstellen, mit der man alle 


Funktionen von n Variablen, die bezüglich E ab- 


geschlossen sind, technisch realisieren kann. Durch 


Verwendung der Negation findet man die disjunktive 
kanonische Form und durch Verallgemeinerung der 
Begriffe Summe, Produkt und Identität die kon- 


= junktive kanonische Form. Da man die Identität 


durch Polynome mod p darstellen kann, bildet schon 
die Gesamtheit aus der Summe mod p und dem 
Produkt mod 9 eine halbfunktionelle Menge. Aus den 
gegebenen Funktionswerten kann man unter Ein- 


führung eines neuen Matrizenproduktes, Verschmel- 
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 zungsprodukt genannt, die Koeffizienten für die 


Polynomdarstellung einer Transportfunktion be- 
rechnen. In ähnlicher Art gelangt man auch zu den 
Koeffizienten der Binomialdarstellungeiner Transport- 
funktion. 

Der Verfasser verallgemeinert die Funktion von 
WeB»B mittels der zyklischen Funktion und zeigt, 


‘daß diese verallgemeinerte Funktion funktionell ist. 


Eine Verallgemeinerung der Funktionen von Posr 
ergibt, daß die zyklische Funktion und die verall- 
gemeinerte Funktion von Post zusammen unter 
bestimmten Bedingungen eine funktionelle Menge 
bilden. 

Bei einer ansprechenden Darstellung kann die 
Arbeit Anregungen für die Konstruktion neuer digi- 
taler Rechenautomaten hinsichtlich der Wechsel- 
beziehungen zwischen theoretischer Logik und Tech- 
nik bieten. 


Jena HEYNE und SCHREITER 


D. Greenspan, Theory and Solution of Ordi- 
nary Differential Equations. VIIL + 1488. 
New York 1960. Macmillan Company. Preis geb. 
$ 5.50. 


Der Verfasser hat sich in diesem Buche das Ziel 
gesetzt, mit den Elementen der Differentialrechnung 
vertraute Studierende der exakten Naturwissenschaf- 
ten in die Theorie der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen einzuführen, 


Die Behandlung der Differentialgleichungen erster 
Ordnung beschränkt sich auf die wichtigsten klassi- 
schen Integrationsmethoden und Gleichungstypen: 
Trennung der Veränderlichen, totale Differential- 
gleichungen, Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen und 
lineare Gleichungen. Der wichtige Begriff der singu- 
lären Lösung wird nur an einem Beispiel kurz er- 
wähnt. Für die linearen Differentialgleichungen 
höherer Ordnung wird nach Einführung der Begriffe 
lineare Unabhängigkeit und Fundamentalsystem die 
Integrationsmethode der Variation der Konstanten 
erläutert, ohne jedoch durch das Verfahren der 
Ordnungserniedrigung ihre analytische Bedeutung zu 
begründen. Die knappen Hinweise auf das Ansatz- 
verfahren (Koeffizientenvergleich) bei linearen Glei- 
chungen mit konstanten Koeffizienten können der 
praktischen Bedeutung dieser Methode nicht vollauf 
gerecht werden. Auch der sehr kurze Abschnitt 
über die LArLAcH-Transformation kann dem Leser 
ihre Bedeutung für die Integration von Differential- 
gleichungen nur schwerlich klar machen. 

Der Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der 
Lösungen von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
mittels der PıcArv-LinpeLörschen Methode der 
schrittweisen Näherung wird ausführlich dargestellt. 

Bei den linearen Differentialgleichungssystemen 
beschränkt sich das Buch auf homogene Systeme und 
überläßt dem Leser die Erweiterung auf inhomogene 
simultane Gleichungen. 
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Die Behandlung der linearen Differentialgleichun- 
gen schließt mit einer Einführung in die FROBENIUS- 
sche Theorie ab. Für die in der mathematischen 


Physik vorkommenden linearen Differentialgleichun- 


gen sind nur kurze Lösungsangaben gemacht. Die 
Ausführung überläßt das Buch dem Leser. Mit 
kurzen Bemerkungen zu einigen numerischen Inte- 
grationsmethoden und zum STURM-LIoUVILLEschen 
Eigenwertproblem wird das Buch abgeschlossen. 


Da die verwendeten analytischen Grundbegriffe 
und die Integrationsmethoden durch zahlreiche Bei- 
spiele erläutert sind, wird der Leser angehalten, sich 
mit allen Einzelheiten genau auseinanderzusetzen. Er 


kann dadurch ohne großen Zeitaufwand einen ersten 


Einblick in die Theorie der gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen gewinnen und Nutzen aus de 
Studium des Buches ziehen. > 


Freiberg (Sachs.) A. KnEscHKE 


F. 0. Ringleb, Mathematische Formelsamm- 
lung. (Sammlung Göschen, Band 51/5la.). 7. Aufl. 
320 S. Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis 
brosch. DM 5,80. i 


Gegenüber der 6. Auflage der bekannten Formel- 
sammlung sind im wesentlichen die folgenden Er- 
weiterungen zu nennen. Der Matrizenkalkül ist aus- 
führlich behandelt. Im Abschnitt über Differential- 
rechnung ist ein graphisches Verfahren angegeben. 
Der Integralteil ist durch eine Anzahl Beispiele be- 
reichert worden. Außerdem sind die Grundlagen der 
LaAPLAcE-Transformation, der FOurIERintegrale und 
die Integralsätze von GREEN und STOKES mit auf- 
genommen worden.- Die Fovrizrreihen sind durch 
eine Tabelle und die Behandlung der FouriERanalyse 
ergänzt worden. Aus den einzelnen Hinweisen über 
das Rechnen im Komplexen in der 6. Auflage ist 
nun ein selbständiger Abschnitt über Funktionen- 
theorie und konforme Abbildung entstanden. Neu 
ist hierin die Behandlung der analytischen Fort- 
setzung und eine für den Rahmen dieses Büchleins 
recht ausführliche Darstellung der konformen Ab- 
bildung, die bis zur Angabe der SCHWARZ-CHRISTOFFEL- 
Formel und des Rısmannschen Abbildunsssatzes 
reicht. Der Abschnitt über Differentialgleichungen 
enthält jetzt die LEGENDREsche, LAGUERRESsche, 
HermItesche, BesseLsche und hypergeometrische 
Differentialgleichung. Der große Benutzerkreis der 
Formelsammlung wird die Erweiterungen begrüßen. 


Dresden H. Biaty 


Hans Ziegler, Mechanik I. Statik der starren und 
flüssigen Körper sowie Festigkeitslehre. 3. neubearbei- 
tete Aufl. 244 S. Basel 1960. Birkhäuser-Verlag. Preis 
geb. SFr. 28,50. 


Es handelt sich um die 3. Auflage und zugleich 
Neufassung der Mechanik I von H. ZIEGLER und 
E. Mexıssn&& (1. Aufl. 1946, 2. Auflage 1948). 


Der Verfasser ist Professor für Mechanik an der 
Eidgenössischen Technischen Hochschule in Zürich 
und behandelt in diesem Band die elementaren Ge- 
biete der Mechanik, wie sie etwa den ersten Mechanik- 
Vorlesungen an Technischen Hochschulen entsprechen. 
Dabei ist entsprechend den modernen Anschauungen 
den analytischen Methoden größere Bedeutung zu- 
gemessen worden, und sie sind gegenüber den graphi- 
schen Methoden in den Vordergrund getreten. 


Das 1. Kapitel bringt grundlegende Tatsachen über 
Kräfte und die Statik der Kräftegruppen in der 
Ebene und im Raum; ferner Schwerpunktsberech- 
nung, Reibung und die Statik des Fadens. Das 
2. Kapitel enthält einiges über Kraftfelder und 
Grundbegriffe der Vektoranalysis, daran anschließend 
die Hydrostatik sowie die Theorie der Flächenträg- 
heitsmomente. Im 3. Kapitel ist die Festigkeits- 
lehre dargestellt. Es werden behandelt: Spannungs- 
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und Verzerrungszustäinde an Körpern, Beanspru- 
chung von Ba und Wellen, Druck und Zug, ver- 
schiedene Biegeprobleme, Knickung und Torsion. 
Den Abschluß bilden die Sätze von Maxwern und 
CastıcLiano. Die Darstellung wird vielfach durch 
Beispiele ergänzt, und am Schluß der einzelnen Ab- 
schnitte finden sich Angaben, an denen der behandelte 
Stoff geübt werden kann. 


Berlin W. Isay 


S. Vajda, An Introduction to Linear Pro- 
gramming and the Theory of Games. 76 8. 
London 1960. Methuen & Co. Ltd. Preis geb. 9s 6d 
net. 


Dieses Büchlein dient dazu, den Leser mit dem im 
Titel genannten Gegenstand bekanntzumachen und 
zum Studium weiterführender Werke, auf die aus- 
drücklich hingewiesen wird, anzuregen. 

Nach einigen Aufgaben des linearen Program- 
mierens werden an Hand von Zahlenbeispielen eine 
Lösungsmethode (Dantzıs) des Transportproblems, 
die Simplexmethode und die duale Simplexmethode 
besprochen; in einem Anhang wird das Dualitäts- 
theorem bewiesen. Darauf werden die Grundkon- 
zeptionen der Theorie der Matrix-Spiele erläutert 
und die Zusammenhänge mit dem linearen Program- 
mieren erklärt, im Anhang wird ein Beweis des Haupt- 
satzes angedeutet. 


Das Büchlein kann Lesern ohne spezielle math. 
Vorbildung, etwa unseren Oberschülern, die sich 
über den aktuellen Gegenstand informieren wollen, 
empfohlen werden. 


Dresden L. BITTNER 


Kai Lai Chung, Markov Chains with Sta- 
tionary Transition Probabilities. (Die Grund- 
lehren der mathematischen Wissenschaften, Band 
104.) X + 278 S. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. 
Springer-Verlag. Preis geb. DM 65,60. 


In dem vorliegenden Buch behandelt der Ver- 
fasser eine spezielle Klasse MARKoFFscher Prozesse, 
die Klasse der homogenen MARKOFFschen Prozesse 
mit höchstens abzählbar vielen Zuständen (homogene 
MARKOoFFsche Ketten). Eine derartige Beschränkung 
ist sowohl im Hinblick auf die umfassende theoreti- 
sche Entwicklung, die die Theorie der MARKoFFschen 
Prozesse in den letzten Jahren erfahren hat, als 
auch im Hinblick auf die vielseitigen Anwendungen 
gerade der homogenen Markorrschen Ketten zu 
begrüßen; sie ermöglicht es, die Theorie der homo- 
genen MArkorrschen Ketten umfassender darzu- 
stellen, als es in den bisher bekannten Lehrbüchern 
und Monographien geschieht. Der Verfasser war be- 
strebt, die Vielzahl der auf diesem Gebiet vorhandenen 
Originalarbeiten einheitlich darzustellen und hat das 
Buch durch eigene Untersuchungen bereichert. 


Es wird angenommen, daß der Leser des Buches 
mit elementaren Tatsachen aus der Theorie der 
reellen Funktionen und aus der Maßtheorie vertraut 
ist. Ferner wird eine allgemeine Kenntnis der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung vorausgesetzt, wie sie in 
modernen Einführungsbüchern gegeben wird. 

Das Buch besteht aus zwei Teilen, die im wesent- 
lichen unabhängig voneinander sind. In Teil I be- 
handelt der Verfasser homogene MArkorrsche Ketten 
mit diskreten Parameterwerten. Bei der Einführung 
der notwendigen Grundbegriffe fällt als bemerkens- 
wert ins Auge, daß der Verfasser Zufallsgrößen ‚‚im 
verallgemeinerten Sinne“ betrachtet, d.h. solche, 
die nur auf einer Teilmenge Aue definiert sind 
((2,%, P) ist das zugrunde gelegte Wahrschein- 
lichkeitsfeld). Es wird eine Klassifikation der Zu- 
stände vorgenommen und anhand dieser das Grenz- 
verhalten (n— &) der Übergangswahrscheinlich- 
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keiten nach n Merian eg Danach ar 
Wahrscheinlichkeiten für den > iu 
stand i zum Zustand j betrachtet, wobei Zustände | 
einer vorgegebenen Menge nicht als Zwischenzu- 
stände auftreten dürfen (,‚taboo probabilities“). In 
den folgenden Paragraphen werden erzeugende Funk- 
tionen, Momente der Verteilung der Rekurrenzzeit, 
von der Zukunft unabhängige Zufallsgrößen, Funk- 
tionale Markorrscher Ketten, Ergodizität und Grenz- 
wertsätze behandelt. Be | 

Teil II ist der Theorie der homogenen R] 
schen Ketten mit stetigem Parameter gewidmet. 
Zunächst werden notwendige analytische I el 
über abzählbare Mengen reeller Funktionen, die 
später als Übergangswahrscheinlichkeiten homogener 
Markorrscher Ketten gedeutet werden, bereitgestellt. 
Nach der Einführung einiger ‚Grundbegriffe aus der 
Theorie zufälliger Prozesse, wie stochastische Stetig- 
keit, Meßbarkeit, Separabilität werden Konstanz- 
mengen (das sind Mengen von Parameterwerten, auf 
denen eine ‘MArkorrsche Kette einen konstanten 
Wert annimmt), von der Zukunft unabhängige Zu- 
fallsgrößen und streng-Markorrsche Ketten be- 
handelt. Die folgenden Paragraphen entsprechen 
ihrem Inhalt nach weitgehend dem Schlußpara- 
graphen aus Teil I. Hervorzuheben ist besonders 
$ 13, in dem interessante Resultate des Verfassers 
über den Zusammenhang zwischen MARKOFFschen 
Ketten mit diskreten und stetigen Parameterwerten 
angegeben werden. Es folgen Betrachtungen über 
die Lösbarkeit der grundlegenden Differentialglei- 
chungssysteme Markorrscher Ketten sowie über das . 
Verhalten der Trajektorien Markorrscher Ketten 
(erste Unendlichkeitsstelle, $ 19). 


Während in Teil I nur einige robleme 
als Beispiele kurz angeführt werden, gibt der Ver- 
fasser in II, $ 20 Beispiele allgemeiner Natur an. Es 
ist daher besonders für den Anfänger zu empfehlen, 
sich anhand der Literaturhinweise mit weiteren 
Beispielen vertraut zu machen. Man kann es als 
leichten Mangel empfinden, daß der Verfasser an 
keiner Stelle auf den Fall Markorrscher Ketten mit 
endlich vielen Zuständen spezialisiert und den sich 
anbietenden Matrizenkalkül völlig vermeidet. Der 
Verfasser bedauert selbst, daß die im Anhang an- 
gegebenen Resultate bezüglich der Differenzierbar- 
keit der Übergangswahrscheinlichkeiten nicht in den 
Text eingearbeitet werden konnten. Das Buch ge-- 
winnt durch die an die einzelnen Paragraphen an- 
gefügten vielseitigen Hinweise auf die betreffenden 
Originalarbeiten, auf andere interessante Darstellungs- 
möglichkeiten und auf ungelöste Probleme. 


W. WINKLER 


re 1 


Dresden 


S. Vianelli, Prontuari per calcoli statistici. 
XV + 1543 S. Palermo/Roma 1959. Abbaco s.r.l.- 
Editore. Preis geb. Lire 16.000. 


Dem Praktiker, der sich mit statistischen Unter- 
suchungen beschäftigt, ein umfangreiches Tabellen- 
material in die Hand zu geben, ist das Hauptziel des 
vorliegenden Buches. 


Das Werk gliedert sich in zwei Abschnitte. Der 
erste Teil enthält 300 numerische Tafeln für die ver- 
schiedensten Anwendungsgebiete statistischer Me- 
thoden. So findet man ausführliche Tabellen für 
statistische Tests von Hypothesen, auch solche für 
nicht-parametrische Prüfmethoden, umfangreiche Ta- 
feln zur Anwendung der Varianzanalyse in der Land- 
wirtschaft, zur statistischen Qualitätskontrolle in der 
Industrie, zur Bevölkerungsstatistik und Zinsrech- 
nung und zur Anwendung auf Probleme der prak- 
tischen Analysis, wie z. B. Tafeln der Gamma- und 
BesseLfunktionen, der LEGENDRESchen Polynome 
und Bernourrischen Zahlen. 


Durch Tafeln von W urzeln, Potenzen, Potenz- 
summen usw. werden jegliche maschinelle Rech- 


der von A. Har enthält der 
vorliegenden Buches ausführlichere 


des v 
rgehende numerische Tafeln zur unmittel- 


' suchungsmethoden. Die zusammengestellten Ta- 
_ bellen stammen aus den verschiedensten Tafelwerken 
und Originalarbeiten und wurden teilweise neu- 
bearbeitet von der ‚‚Scuola di Statistica dell’Uni- 
_ versit& di Palermo“. Ein Quellenverzeichnis findet 
man am Schluß des Werkes. 


Der zweite Teil „Ergänzungen, Begriffe und Bei- 


ständigen Formelapparat zu den einzelnen Tabellen 
des ersten Teiles. Er ermöglicht durch seine Aus- 
 führlichkeit und Beispiele eine rasche Anwendung 
_ der numerischen Tafeln auf statistische Probleme, 
auf die Verarbeitung und Analysierung von Daten 
"und auf die Interpretation erzielter Resultate und 
ist so getrennt als Compendium für die verschie- 
- denen statistischen Anwendungsmethoden zu werten. 
Auf die Frage der Interpolation in den einzelnen 


eingegangen. 
F Das Tabellenwerk wendet sich an alle, die sich 
. mit der Auswertung von Experimenten beschäftigen. 
‘ Es enthält die wesentlichsten Hilfsmittel zur Ver- 
° arbeitung numerischer Daten vermittels statistischer 
Methoden und ist deshalb für den Praktiker, sei er 
nun Techniker oder Ökonom, Biologe oder Mediziner, 
Psychologe oder Agronom, sehr zu empfehlen. 


4 Dresden R. STORM 


Dr.-Ing. H. Kühl, Probleme des Kreuzstrom- 
Wärmeaustauschers. VII + 838. m. 34 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. 
Preis geb. DM 10,50. 


» Der Kreuzstrom liefert gegenüber dem reinen Ge- 
genstrom eine größere Wärmedurchgangszahl, hat 
- aber bei sonst gleichen Verhältnissen eine kleinere 
mittlere Temperaturdifferenz als dieser. Man strebt 
‚die Vorteile beider Bauarten in dem Kreuz-Gegen- 
strom-Wärmeaustauscher zu vereinigen, doch exi- 
stiert bislang eine exakte Berechnungsmöglichkeit nur 


bündels. Die für mehrfach hintereinander angeströmte 
Bündel im VDI-Wärmeatlas zu findende Faust- 
formel ist unbefriedigend. Der Verfasser hat es unter- 
nommen, für 6 verschiedene Schaltmöglichkeiten rein 
theoretisch mit erheblichem mathematischen Auf- 
wand exakte Lösungen zu finden. Da die exakten 
Lösungen für die Praxis wegen ihres Zeitbedarfs 
ä unzweckmäßig sind, hat der Verfasser weiter unter 
Annahme bestimmter plausibler Ansätze für die Tem- 
t peräturverteilung in den Eintrittsquerschnitten Nähe- 
rungslösungen abgeleitet, deren Ergebnisse mit den 
F exakten Lösungen verglichen und in bequemen Ar- 
E beitsblättern dargestellt. 

- 
F 


Obwohl die Arbeit interessante und für die Praxis 
‘wertvolle Hinweise für die Wahl der jeweils zweck- 
$ mäßigen Schaltung gibt, muß doch bedauert werden, 
: daß eine Bestätigung der Ergebnisse und der voraus- 
; gesetzten Annahmen durch die unmittelbare Messung 
; zu gewinnen vom Verfasser nicht unternommen wurde. 
So ist u. a. die Abwertung der in der Praxis am häufig- 
sten angewendeten Schaltung A höchstwahrscheinlich 
abwegig, weilbei den Umlenkungen eine Verwirbelung 
auftritt, so daß ein nennenswerter Unterschied zur 
; Schaltung B entfällt. 


Dresden H. FALTIN 


»n Anwendung der einzelnen statistischen Unter- 


. spiele zu den numerischen Tafeln‘ bringt einen voll- 


Tafeln wird allerdings in diesem Zusammenhang nicht 


für eine einfache Querdurchströmung eines Röhren- _ 


Brei 5 
re 
thematik. Band II: 


0. 


Das Buch ist auf Anregung von WILHELM Süss 


Freiburg) von 31 führenden Geometern aus Ost- und 


Westdeutschland, Holland und Österreich, von Ver- 
tretern der Universitäten, Pädagogischen Hochschu- 
len und höheren Schulen geschrieben worden. Aus 
dem Vorwort: ‚Bei der Auswahl des Stoffes des vor- 
liegenden Bandes ließen wir uns von der Frage leiten, 
welche Theorien und Methoden der Lehrer an einer 
Höheren Schule heute kennen und überblicken sollte, 
um den wissenschaftlichen Standort seines geometri- 
schen Unterrichtes bestimmen zu können. Dazu erwies 


es sich als notwendig, den Rahmen nicht zu eng zu 


spannen, und wir hoffen, daß auch weitere Kreise von 
Mathematikern, die zu berücksichtigen uns im Laufe 
der Arbeit mehr und mehr notwendig erschien, von 
dem Bande Nutzen haben werden“. 


Dem Leser wird von hoher Warte her ein Einblick 
in den Standort der Geometrie in unserem geistigen 
Kosmos und in die grundlegenden Prinzipien, Metho- 
den und Tendenzen gegeben. Es wird dann ein Über- 
blick über die wichtigsten neueren geometrischen 
Disziplinen vermittelt, in Kürze und mit Beschrän- 
kung auf das Wesentlichste, aber mit Sorgfalt in der 
Ausarbeitung der leitenden Ideen. 


Aus dem Inhaltsverzeichnis: 1) Geometrie phäno- 
menologisch; 2) Axiomatische Grundlagen der eukli- 
dischen und nichteuklidischen Geometrie; 3) Spiegelun- 
gen; 4) Der synthetische und der analytische Stand- 
punkt in der Geometrie; 5) Geometrische Konstruk- 
tionen; 6) Polygone und Polyeder; 7) Vektoren und 
Trigometrie; 8) Projektive affine und metrische 
Geometrie; 9) Algebraische Geometrie; 10) KLEIns 
Erlanger Programm; 10a) Gruppentheorie und 
Geometrie; 11) Grundzüge der darstellenden Geome- 
trie; 12) Kurven und Flächen; 13) Ausgewählte Fra- 
gen der Topologie. 

Das Buch sollte in jeder Schulbibliothek greifbar 
sein. Aber auch jeder Mathematikerin der Praxis und 
an der Universität wird gut tun, immer wieder einmal 
das eine oder andere Kapitel dieses Buches in sich 
aufzunehmen. 


Halle/S. O.-H. KELLER 


W. Blaschke und H. Reichardt, Einführung in 
die Differentialgeometrie. Zweite Aufl. VII+ 
173 S. m. 57 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. 
Springer-Verlag. Preis geb. DM 24,—. 


Die erste Auflage (1949), besprochen in dieser Zeit- 
schrift (Band 31 (1951), S. 157) wurde umgearbeitet; 
dabei wurde eine Reihe neuerer Ergebnisse berück- 
sichtigt. Sehr wertvoll sind eine Anzahl von, An- 
merkungen, die A. P. NORDEN für die russische Über- 
setzung der ersten Auflage gemacht hat; sie wurden 
hier in die zweite Auflage übernommen. 


Vor allem enthält diese zweite Auflage die 
lange erwarteten algebraischen Untersuchungen von 
REICHARDT über n-dimensionale Differentialgeometrie. 
Durch eine sinnreiche Erweiterung des CArTANschen 
Kalküls der alternierenden Differentialformen gelingt 
dem Verf. eine äußerst übersichtliche und prägnante 
Verallgemeinerung der aus dem Raum bekannten Be- 
griffe und Sätze in den Raum von n Dimensionen. 

Das Buch setzt eine gewisse Übung und Bereit- 
schaft in der Aneignung und Anwendung eines ab- 
strakten Kalküls voraus. Der Leser wird dafür be- 
lohnt durch eine vertiefte Einsicht in die Struktur des 
Gegenstandes, durch kurze übersichtliche Formeln 
und eine überaus reiche Fülle des Stoffes. 


Halle/Saale O.-H. KELLER 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 
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K. Klöppel und J. Scheer, Beulwerte ausge- 

steifter Rechteckplatten. Kurventafeln zum 
“direkten Nachweis der Beulsicherheit ‘für verschie- 
dene Steifenanordnungen und Belastungen. 107 S. m. 
45 Abb. u. 103 Beulwerttafeln. Berlin/Göttingen/ 
Heidelberg 1960. Springer-Verlag. Preis geb. DM 44,—. 


W. Flügge, Stresses in Shells. XII + 499 S. m, 
244 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. DM 58,80. 


Handbuch der Physik, Bd. IX. Strömungs- 
mechanik III. VII-+8158. m. 248 Abb. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. Preis 
geb. DM 198,—. 


$. Valentiner, Vektoren und Matrizen. (Samm- 
lung Göschen, Band 354/354a.) 2. Aufl. 2028. 
Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis brosch. 
DM 5,80. 


H. Schubert / R. Haussner / J. Erlebach, Vier- 
stellige Tafeln und Gegentafeln. (Sammlung 
Göschen, Band 81.) 1578. Berlin 1960. Walter de 
Gruyter & Co. Preis brosch. DM 3,60. 


0. Perron, Irrationalzahlen. 4. Aufl. VIII -+ 
202 S. Berlin 1960. Walter .de Gruyter & Co. Preis 
geb. DM 28,—. 


NACHRICHTEN 


Sitzung des Generalrats der IUTAM am 1.9.60 
in Stresa 


Der Generalrat der IUTAM genehmigte in seiner 
Sitzung anläßlich des 10. Internationalen Kongresses 
für Angewandte Mechanik in Stresa die Erweiterung 
der bisherigen deutschen Vertretung im Generalrat 
von drei auf vier Mitglieder. Auf Vorschlag des 
Vorstandsrats der GAMM wurde als vierter deut- 
scher Vertreter neben den Professoren H. GÖRTLER, 
R. GRAMMEL und A. WALTHER der derzeitige Vor- 
sitzende der GAMM, Prof. Dr. R. Sauer in den Ge- 
neralrat aufgenommen. 


Die Neuwahlen für das geschäftsführende Büro der 
IUTAM für die Arbeitsperiode 1960—64 hatten fol- 
gendes Ergebnis: Präsident: Prof. G. TempLe (U. K.); 
Vizepräsident: Prof. F. K. G. Opgvıst (Schweden); 
Sekretär: Prof. M. Roy (Frankreich); Schatzmeister: 
Prof. W.T. Korrzr (Holland); Mitglieder: Prof. 
H. GörtLer (Deutschland), Prof. N. J. Horr (USA), 
Prof. N. I. Muskueuisuvitı (USSR), Prof. H. Zikater 
(Schweiz). 


Das Büro der IUTAM beschloß, im Jahre 1962 auf 
Vorschlag der deutschen Delegation ein ‚‚Inter- 


n 


Eingegangene Bücher —N: chı 


EINGEGANGENE BÜCH 


% i 3 Sc 
Handbuch der Physik, Band X. Struktur 
Flüssigkeiten. VI -+ 3208. m. 41 Abb. Berlin/ 
tingen/Heidelberg 1960. Springer Verlag. Preis 
DM 96,—. R = 


H. Sehliehting und E. Truckenbrodt, Aerodyn “2 
mik des Flugzeuges. Band 2. XVI +4858. m. 
389 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer 
Verlag. Preis geb. DM 61,50. \ 


u% 


A.V. Lebedev and R.M. Fedorova, A Guide to 
Mathematical Tables. XLVI-+ 5868. Oxford/ 
London/New York/Paris 1960. Pergamon Press. Preis 
geb. £5 55. net. a 53 


J. Dieudonne, Foundations of Modern Analy- 
sis. (Vol. X of Pure and Applied Mathematics.) xiv - 
+ 3618. New York 1960. Academic Press Inc. Preis 
geb. $ 8,50. - 


S. Dans (Assistant Professor of Eeconomies, Uni- 
versity of Copenhagen), Linear Programming in 
Industry. Theory and Applications. VIII + 1208. 
m.6 Abb. Wien 1960. Springer-Verlag. Preis brosch. 
DM 20,—. 


Sitzung des Internationalen Komitees für die Kon- 
gresse der angewandten Mechanik in Stresa am 30.83.60 


Das für die Veranstaltung der Internationalen Me- 
chanik-Kongresse verantwortliche Komitee nahm an- 
läßlich des 10. Kongresses in Stresa die von Prof. Dr. 
R. GRAMMEL im Namen der GAMM übermittelte Ein- 
ladung an, den 11. Internationalen Kongreß für An- 
gewandte Mechanik im Jahre 1964 in Deutschland zu 
veranstalten, u. zw. auf Vorschlag des Vorstandsrats 
der GAMM an der Technischen Hochschule München. 

Durch Zuwahl wurde Prof. Dr. H. GÖRTLER als 
35. Mitglied (und neben den Professoren R. GRAMMEL 
und W. TorLLMIEn als 3. deutsches Mitglied) in das 
Internationale Komitee aufgenommen. Gö. 


BERICHTIGUNG 


Zu B. Tanimoto, On the Displacement-Funetion 
for the Axially Symmetrical Visco-Elastie Vibration, 
ZAMM 40 (1960), S. 190: 


Nach Mitteilung des Verfassers muß die letzte Zeile 
von Gleichung (3) lauten: 
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nationales Symposium über schallnahe Strömungen‘ 1+ mE. pP? — b2 T 

in Aachen unter Leitung von Prof. Dr. K. Oswa- v’röt ar 

TITSCH zu veranstalten. 10, H 
Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof. Dr.-Ing. habil. H. Heinrich, Dresden A 27. Friedrich-Hegel-Str. 31. Verlag: Akademie-Verlag 


GmbH, Berlin W 8, Leipziger Straße 3—4; Fernsprecher: 22 
Heftes: 1009/40/12,. Die Zeitschrift für Angewandte Mathematik 
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erscheint monatlich. Bezugspreis: vierteljährlich DM 15,—. 


ZLN 5011 des Ministeriums für Kultur, Hauptverwaltung 
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- ALEXANDER GELEJI 


| Bildsame Formung der Metalle 


in Rechnung und Versuch 


1960. X, 754 Seiten — 764 Abbildungen — 70 Tabellen — gr. 8° — Lederin DM 88,— 


Der Verfasser zeigt in diesem Werk, wie.man die auftretenden Kaffee und den Werk- 
stoff-Fluß bei der bildsamen F ormung der Metalle durch Versuch und Rechnung er- 
a kann. Die verschiedenen Verformungsverfahren: auch Schmieden, Pressen, 
Walzen, Stangen- und Drahtziehen, Strang- und Rohrpressen, Preßlochverfiheen: 
Schmieden ım Gesenk, Blechtiefziehen usw. werden vom Standpunkt der oben ange- 
gebenen Zielsetzung aus behandelt und die Ergebnisse mit zahlreichen neuen Versuchs- 
ergebnissen unterstützt. Die theoretische und die erinasigell Klärung der einzelnen 
Verformungsverfahren bzw. Formänderungsvorgänge werden überall mit Krakticcken 
Beispielen ergänzt, auch wird die richtige Anwendung der ausgearbeiteten Rechnungs- 
verfahren gezeigt. Das Buch ist auf Grund der langjährigen praktischen, experimen- 
tellen und theoretischen Arbeiten des Verfassers entstanden und für den Ingenieur in 


Forschung und Praxis bestimmt. 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 
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Horasgsgen im Anfnnge 14 y z 
- 3 ar f zen die TObESEE ; 


31 Seiten. 9. 1960. In K 


Die a Tafel ri aus Bericht, Bi für Men 
Hochschule in Dresden durchgeführt wurden, Es ward: 
Qualitätskontrolle verwendeten Stichprobenpläne auf die nn 
Verteilung zu verzichten und die Wahrscheinlichkeiten der ee 
Parameterbereichen, für welche keine Dingsamume, oder T Fre 

Die Berechunie ertolate ee re 
technik an der Technischen Hochschule Dresden auf 14 Stellen nach dem Komma. 

Abranänse vermieden, ı so daß die Richtigkeit Dr WET 
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B. 6. TEUBNER VERLAGSGESELLSCHA 


SCHRIFTENREIHE DES FORSCHUNGSINSTITUTS FÜR MATHEMATIK 2 
BEI DER DEUTSCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN ZU BERLIN 


Herausgegeben von Heinrich Grell, ‚g osef Naas, Hans Reichert, Willi Rinow, Erhard se 
Kurt Schröder 


Band 6 . | 
A.M. JAGLOM ER 


Einführung in die Theorie | 
stationärer Zufallsfunktionen 


Übersetzung aus dem Russischen; deutsche Übersetzung unter wissenschaftlicher Redaktion von Herbert ( 
1959.- VIIL, 177 Seiten — 8 Abbildungen — gr. 8° — DM 24,— 


Das Buch enthält eine ausführliche Übersicht über die Korrelationstheorie stationärer Zutstunkinen, 
in der die Spektralzerlegung dieser Funktionen eine zentrale Stellung einnimmt, Die mathematischen 

Sätze werden an Hand von Beispielen erläutert und physikalisch interpretiert, Es folgt eine Ehe Aemantr, 
aber exakte Darlegung des vom praktischen Standpunkt sehr wichtigen Filtrations- und 
problems stationärer Folgen und stationärer, stochastischer Prozesse. Besonders ausführlich f 
dabei die Probleme behandelt, bei denen eine in elY bzw, in A rationale Spektraldichte existiert. Zum Ver» 
ständnis dieses Buches werden lediglich die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die sinfache 


sten Tatsachen aus der Theorie des Hilbertraumes vorausgesetzt, 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 2 . 
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